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1. EINFUHRUNG

In einer in das Mathematikstudium einfithrenden Vorlesung (wie der Grundlagen der Math-
ematik) wird die Theorie der Differential- und Integralrechnung in einer reellen Variable einge-
fiihrt. Die Funktionentheorie behandelt die Differential- und Integralrechnung in einer kom-
plexen Variable.

Die Anwendungen und die Motivation sich mit der Funktionentheorie zu beschéftigen sind
vielfaltig. Viele bekannte und wichtige Funktionen aus der reellen Analysis werden wir auch
als komplex differenzierbare Funktionen in der Funktionentheorie wiedertreffen (z.B. die Expo-
nentialfunktion oder die trigonometrischen Funktionen). Viele ihrer Eigenschaften offenbaren
sich einem dabei erst dann richtig, wenn man sie als komplexe Funktionen betrachtet.

Ebenso lassen sich viele reelle Integrale erst dann l6sen, wenn wir sie als komplexe Integrale
auffassen.

Alles weitere werden wir dann im Laufe des Semesters kennenlernen.

Eine kurze Erlduterung zur Notation: Erinnerungen an den Inhalt einer Grundlagen der
Mathematik Vorlesung oder den Inhalt einer dquivalenten Vorlesung zur Analysis sind im
Skript in blauer Schrift gehalten. In der Regel sind dies Definitionen aus der (mehrdimension-
alen) rellen Analysis, die wir der komplexen Analysis entgegenstellen und vergleichen wollen.
In wenigen Féllen benutzen wir tiefergehende Resultate ohne diese zu beweisen. Diese sind in

gehalten, dienen aber nur dazu um gelegentlich iiber den “Tellerrand” zu schauen
und sind fiir den allgemeinen Zusammenhang der Vorlesung nicht entscheidend. Ergénzende
Erlauterungen sind in roter Schrift gehalten.

Sollten ihnen Fehler auffallen, so schicken Sie mir bitte eine Email!
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2. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN
2.1. Der Korper C. Die Menge R? zusammen mit den Verkniipfungen

(w1,y1) + (22, 92) := (21 + T2, y1 + Y2)
(x1,11) - (x2,92) == (z122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1),

wobei x1, x2,y1,y2 € R, ist ein Korper.
Schreiben wir z statt (z,0) und i statt (0,1), so kénnen wir jedes Element aus R? als x + iy
schreiben. Wir setzen dann
C:={z+iy|z,y e R}
Die obigen Verkniipfungen iibertragen sich dann auf die Menge C wie folgt:

(1 +iy1) + (z2 +iy2) := (21 + 22) + (Y1 + y2)
(x1 4+ i) - (22 +iy2) = (x122 — Y1y2) + (2192 + Z2u1).

Wir nennen die Menge C zusammen mit dieser Addition und Multiplikation den Korper der
komplexen Zahlen.

Bemerkung 2.1. (1) i? = —1.
(2) Das Nullelement ist 0 = 0+ - 0, das Einselement ist 1 =144 - 0.
(3) Das Inverse zu x + iy # 0 ist
r T Ly
iy 22+ 2Ry

(4) Siehe oben: C — R% x+iy ~ (z,y) liefert einen Isomorphismus von R-Vektorriumen.
(5) R ist Unterkorper von C: Die Abbildung R — C,x — z + i -0 ist ein injektiver
Koérperhomomorphismus.

Definition 2.2. Fiir z = x + iy € C definieren wir:

(1) Rez:=z € R, der Realteil von z.

(2) Imz :=y € R, der Imaginarteil von z.

(3) z:=x — iy € C, die zu z komplex konjugierte Zahl.
(4) |z| :== /2?2 + y? € R>p, der Betrag von z.

Lemma 2.3 (Eigenschaften der komplexen Konjugation). Fiir z,w € C gelten:
(1) Die Abbildung z +— Z ist die Spiegelung an der reellen Achse, siehe Abbildung‘l.

(2) z+w=z+w.

3) z-w=z w.

(4) Rez = 3(2+72) und Im 2 = (2 — ).
(5) zeR & z=7%.

(6) z€iR & z=—Z.

Lemma 2.4 (Eigenschaften des Betrags). Seien z,w € C. Dann gilt:
(1) 2] = |2l = V2%
(2) |z w| =z] - Jw].
(3) 2+ w| < [z| + Jwl.
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ABBILDUNG 1. Komplexe Konjugation

Beweis. Wir zeigen nur Teil (2). Dies folgt aus

2.2. Konvergenz von Folgen und Reihen. Die Abbildung

d:CxC—C,(z,w)— |z —w|

ist nach Lemma eine Metrik auf C; diese heifit die euklidische Metrik auf C. Den so
erhaltenen metrischen Raum (C, |.|) kénnen wir mit dem metrischen Raum (R?, ||.||2) identi-
fizieren. Wenn wir nun (wie im Folgenden) etwa Begriffe wie den der Konvergenz bzgl. (C, |.|)
definieren, kénnen wir auch analog den Konvergenzbegriff bzgl. (R?, ||.||2) verwenden.

Definition 2.5 (Konvergenz von Folgen und Reihen).

(1) Eine Folge komplexer Zahlen (z,), heifit konvergent gegen z € C, wenn gilt:

Ve>03INeN: |z, —z] <eVn>N.

In diesem Fall heifst z der Grenzwert der Folge und wir schreiben li_>m Zn = 2.

(2) Ist (zn)n>k eine Folge komplexer Zahlen, so heifit die Reihe Y 7, z, konvergent mit
Wert z € C, wenn die Folge der Partialsummen (8, )m,>k, wobei s, 1= Z;":k Zn, gegen

z konvergiert. In diesem Fall schreiben wir

o m
z= E Zp = lim Zzn = lim s,
k m—r0o0 m—0o0
n=

n=k

Lemma 2.6. Fiir eine Folge (z,), komplexer Zahlen sind &quivalent:

(i) (2n)n ist konvergent;
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(ii) (Rezp)n und (Im 2;,), sind konvergent.
Dann gilt: lim z, = lim Rez, +¢ lim Im z,.
n—o0 n—o0 n—oo
Beweis. Siehe Ubungsblatt 0. g
Bemerkung 2.7. Die analoge Aussage gilt auch fiir komplexe Reihen.
Lemma 2.8. Fiir eine konvergente Folge (z,,), komplexer Zahlen gilt:

lim z, = lim z,.
n—oo n—o0

Mit anderen Worten: Die Folge (Zy), konvergiert gegen z, wobei z = li_)m Zn-
n—,oo

Beweis. Sei z = li_}rn zn = x + iy und z, = x, + iy, fUr z, z,, y,y, € R. Dann ist
n—odo

Zn — 2| = [(zn — ) +i(y — yn)|
= V(@0 — )2+ (y — yn)?
—\/mn—m (Yn —y)?
= |(Tn —2) +i(yn — y)| = |20 — 2]

Definition 2.9. Eine Reihe ) 7, z, komplexer Zahlen heift absolut konvergent, wenn die
Reihe Y 07, |2, | konvergiert (in R).

Bemerkung 2.10. Jede absolut konvergente Reihe Y >, z, komplexer Zahlen ist konvergent
und | 3707 20| < 3507 2l

Beweis. Mit Lemma’iti und Lemma’i ) folgt die Aussage aus der entsprechenden Aussage
in R (siehe |[GdM, Satz 4.49]). O

Analog zum Reellen (siehe |GdM, Satz 4.50 und Satz 4.52]) lassen sich Kovergenzkriterien
fiir komplexe Reihen formulieren (siche Ubungsblatt 0):

Lemma 2.11 (Quotientenkriterium). Es sei Y -2, z, eine Reihe komplexer Zahlen. Gibt es
ein A € Rmit 0 < A <1 und ein N € N mit

Zn+1
Zn

<A

fir alle n > N (und insbesondere z, # 0 fir n > N). Dann konvergiert die Reihe > 7, 2,
absolut.

Ubung 2.12. Beweisen Sie das Quotientenkriterium fiir komplexe Reihen. Formulieren und
beweisen Sie das Wurzelkriterium fiir komplexe Reihen.
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2.3. Komplexe Funktionen.
Lemma 2.13. Sei z € C. Dann konvergieren die folgenden Reihen:

) n
(1) > &

n=0

n=0

Beweis. Wir beweisen nur (1). Fiir (2) und (3) siehe Ubungsblatt 0. Fiir z = 0 ist die
Konvergenz klar. Sei also z # 0. Wegen
n+1

n+1)' ) . ‘ n—0o

— 0

n+1

finden wir ein 0 < A < 1 mit |z"+1| < A. Nach Quotientenkriterium konvergiert die Reihe
absolut. Aus Bemerkung 2.10| folgt die Konvergenz. O

Aufgrund dieses Lemmas koénnen wir nun die folgenden komplexen Funktionen definieren:

Definition 2.14.
(1) Die Funktion

o Zn
exp: C— C, ZHZE
n=0
heiftt komplexe Exponentialfunktion.

(2) Die Funktion
L2041

oo
in:C—C 1)t
sin: C — ,zl—>n§::0( ) Gn 1)l
heifst komplexer Sinus.

(3) Die Funktion

cos: C — C, zb—>Z(—
n=0

)TL
(2n)!
heifst komplexer Kosinus.

Bemerkung 2.15.
(a) exp(z + w) = exp(z) - exp(w) fiir alle z,w € C.
(b) exp(z) = exp(z) fiir alle z € C.

Beweis. Aussage (a) folgt mit Hilfe des Cauchy-Produktes, siehe [GAM, Lemma 4.69|. Aussage
(b) folgt aus Lemma 2.3 (2) und Lemma 2.8, siehe auch [GdM, Lemma 4.69). O

ENDE ERSTE VORLESUNG

Lemma 2.16 (Euler). Fiir z € C gilt
exp(iz) = cos(z) + isin(z).

Insbesondere gilt
exp(im) = —1.
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Beweis. _—
m+l . m »2n+1
(22)"
2 S L gyt Z ReTEmVE
n=0 n=0
Die Behauptung folgt, indem wir auf beiden Seiten den Grenzwert nach m bilden. (|

Folgerung 2.17. Sei z =z + iy € C. Dann gelten:
(a) cos(z) = (exp(iz) + exp(—iz));
(b) sin(z) = 5 (exp(iz) — exp(—iz));
() exp(2) = exp(x) (cos(y) + isiny).

Beweis. Unmittelbar aus den Definition des komplexen Sinus und des komplexen Kosinus
folgen cos(—z) = cos(z) und sin(—z) = —sin(z). Aus Lemma|2.16 folgt:

exp(—iz) = cos(—z) +isin(—z) = cos(z) — isin(z).
Hiermit lassen sich (a) und (b) direkt folgern. Teil (¢) gilt, denn

exp(2) "2 exp(z) - exp(iy) "2V exp() (cos(y) + isin(y).

O

Bemerkung 2.18. Man beachte, dass im Allgemeinen nicht cos(z) = Re(exp(iz)) und
sin(z) = Im(exp(iz)) gelten. In der Regel sind sin(z) und cos(z) nicht einmal reelle Zahlen.

Bemerkung 2.19. Es sei S! := {z € C | |z| = 1} die (komplexe) Kreislinie. Wir verwenden
eine nicht-triviale Aussage (die wir aber nicht beweisen wollen, da sie einiges an Gruppenthe-
orie und Topologie verwendet):

(Dass p ein Homomorphismus ist, haben wir in Bemerkung|2.15| gesehen.) Die Abbildung
p hat man sich als Aufrollen der Zahlengerade auf den Kreis mit Umfang 27 vorzustellen. Ist
nun 2z € C, so ist | € S' und aufgrund der Surjektivitit von p gibt es ein ¢ € R mit

] = explig) = == [zl explip) = [¢l(cos(y) +isin()).

Fordern wir ¢ € [0, 27), so ist diese Darstellung sogar eindeutig (da der Kern von p durch 277
gegeben ist). Hierbei heifen |z| und ¢ die Polarkoordinaten von z (siche Abbildung 2).

Der Winkel ¢ ist dann durch den Winkel gegeben, den z mit der reellen Halbachse ein-
schliefst.

Sind z1 = |z1]| exp(ip1), z2 = |z2|exp(ip2) € C in Polarkoordinaten gegeben, so gilt nach
Bemerkung|2.15

21+ 22 = |z1] - [z2] exp(ip1 + 2)),

d.h. bei der Multiplikation in Polarkoordinatendarstellung werden die Betrédge multipliziert
und die Winkel addiert.

Beispiel 2.20. Es sei 2 = 1 +i € C. dann ist |z| = v/2 und z schlieft mit der reellen
Halbachse den Winkel ¢ = 7 ein, d.h

z:l—i-i:\/iexp(i%)
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ABBILDUNG 2. Polarkoordinaten

3. KOMPLEXE DIFFERENZIERBARKEIT

3.1. Grenzwerte und Stetigkeit.
Wir wiederholen kurz den Begriff des Grenzwertes einer Funktion (siehe [GdM, Kapitel 5].)
Sei D C C eine Teilmenge. Ein Punkt x € C heifst Beriihrpunkt von D, wenn Bc(z)ND # @
fiir alle € > 0 gilt, wobei
Be(z) ={y € C| |z —y| <€}
der e-Ball um =z ist.
Der Abschluss D von D ist dann die Menge aller Beriihrpunkte von D.

Lemma. Sei D C C. Dann ist € C genau dann ein Beriihrpunkt von D, wenn es eine Folge
(zpn)n mit x,, € D gibt, die gegen x konvergiert.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis in R, siche auch [GdM, Lemma 5.3]. O

Sei weiterhin D C C, f: D — C eine Abbildung und z € D ein Punkt aus dem Abschluss.
Dann heifst ¢ € C der Grenzwert von f(z) fiir 2 — z, wenn gilt:
Ve>030>0: VzeD: |z—z|<d = |f(z) —c| <e

Wir schreiben ligl f(z)=c

Bemerkung 3.1. Sei D C C, f: D — C eine Abbildung und = € D. Dann gilt lgn f(z)=c
Z—T
genau dann, wenn lim f(x,) = c fir jede Folge (z,,), in D mit lim z, = z.
n—oo n—oo

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu dem iiber R. Wir zeigen hier beispielhaft eine Implika-
tion:

Sei ligl f(2) = cund sei (zp)yn Folge in D mit lim =z, = z. Da der Limes von f fiir z = x

zZ—T

n—oo
existiert, gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit

(1) |f(2) — | < efiir alle z € D mit |z — x| <.

Wegen der Konvergenz von (z,), gibt es nun ein N € N mit |z, — z| < 0 fir alle n > N.
Nach gﬁ) gilt somit |f(xy) — ¢| < € fiir alle n > N, d.h. lim f(zn) =c. O
n oo

Definition 3.2. Sei D C C. Eine Abbildung f : D — C heifit stetig in x € D, wenn
;I_IBC f(z) = f(x) gilt. Ist f stetig in jedem x € D, so heifst f stetig auf D.
Lemma 3.3. Sei D CC, f: D — C eine Abbildung und & € D. Dann sind dquivalent:
(i) f ist stetig in x;
(i) fir jede Folge (xn)n in D mit lim x, =z gilt lim f(z,) = f(z);
n—oo n—oo
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(i) Ve >030 >0: Vze€D: |z—z|<d = |f(z) — f(z)] <e

Beweis. Die Aquivalenz (i)<>(iii) ist eine direkte Konsequenz aus den Definitionen von Gren-
zwert und Stetigkeit. Die Aquivalenz (i)<(ii) folgt aus Bemerkung ’371
U

Sei D C C. Fiir eine Abbildung f: D — C und z € D setze

f(z) = u(z) +iv(2),
wobei u = Re(f) : D — R,z — Re f(z) der Realteil von f ist und v = Im(f) : D — R,z —
Im f(z) der Imaginarteil von f ist.

Lemma 3.4. Eine Abbildung f ist genau dann stetig, wenn Re(f) und Im(f) stetig sind

Beweis. Wir nutzen die Charakterisierung (ii) von Stetigkeit aus Lemma@ und erhalten die
Aussage dann aus Lemma 2.6. O

Beispiel 3.5.

(a) Summen, Produkte und Quotienten stetiger Abbildungen sind stetig (Beweis analog
zu dem iiber R).

(b) Die komplexe Konjugation f : C — C, z — 7 ist stetig nach Lemma 3.4]

(c) Nach (a) und (b) sind Polynome und rationale Funktionen in z und z stetig.

(d) Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C,z — exp(z) ist stetig: Fiir alle
z=x+1iy € C gilt

exp(z) 217 exp(x)(cos(y) + isin(y)) = exp(x) cos(y) +iexp(z) sin(y) .

=Reexp(z) =Imexp(z)

Da Reexp(z) und Imexp(z) stetig sind, folgt die Stetigkeit von exp aus Lemma 3.4]

3.2. Differenzierbarkeit.

Definition. Es sei K = R oder K = C. Dann heifst D C K offen, wenn zu jedem a € D ein
e = €(a) > 0 exisitert mit Bc(a) C D.

Definition. Es sei D C R offen. Eine Abbildung f : D — R heifst (reell) differenzierbar in
a € D, wenn der Grenzwert

f’(a) — %1_%% f(a::i : Z(a)
zeD\{a}

in R existiert. Mit h := z — a ist dies dquivalent zur Existenz des Grenzwertes

i L@ 1)~ S0
h—0 h

Analog zur Differenzierbarkeit in R definieren wir:

Definition 3.6. Essei D C C offen. Eine Abbildung f : D — C heift (komplex) differenzierbar
in a € D, wenn der Grenzwert
(2) f,((l) -—  lim f(Z) — f(a)

zZ—a zZ—aqa
z€D\{a}
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ABBILDUNG 3. Komplexe Konjugation nicht komplex differenzierbar.

existiert. Mit h := z — a ist dies dquivalent zur Existenz des Grenzwertes

5 fa) — 1 £ ) = (0

h—0 h

Beispiel 3.7.

(a) Die Potenzfunktion f(z) = 2™ (n € N) ist in jedem a € C differenzierbar. Denn fiir
jedes a € C kdénnen wir schreiben:

-2

flz)=2"=a"+ (2 — a)(zn_l Laz" 2 g qv 2 an—l).

Daher existiert der Grenzwert mit

z—a zZ—aqa
ze€D\{a}
Allgemeiner ist jedes Polynom f(z) € C|z] auf ganz C differenzierbar.
(b) Die komplexe Konjugation f : C — C, f(z) = Z ist in keinem a € C differenzierbar.

Sei dazu z € C und betrachte die Folgen

1 .

Zp =z + — und wy, =t - (n>1).
n n

(siehe auch Abbildung @ Eine direkte Rechnung zeigt, dass
lim M:17A—1: lim M.

n—00 Zn — % n—00 Wy, — 2
Nach Bemerkung 3.1 kann der Grenzwert in Definition 3.6 somit nicht exitieren, d.h.
f ist nicht komplex differenzierbar in z € C.
(c) Die Funktion f(z) = Re(z) ist in keinem a € C differenzierbar. Mit h := z — a kénnen

wir schreiben
f(z) = fla) _ fla+h)—fla) _Re(h)
z—a h - h
Fiir A € R hat dieser Differenzenquotient somit den Wert 1, aber fiir h € /R den Wert
0. Wie in (b) koénnen wir nun argumentieren, dass kein Limes exisitiert.
Analog kann man zeigen, dass die Funktionen f(z) = Im(z) und f(z) = |z| nicht
differenzierbar sind.

(d) Komplexe Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit.
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Definition. Es sei D C R" offen. Eine Abbildung f : D — R™ heifst (reell) differenzierbar in
a € D, wenn es eine Matrix A € R™*" gibt, so dass

[fa+h) = fla) = A-hll _

4 li
@ h0 1] 0
heR™ {0}
wobei || - || die euklidische Norm auf dem R™ bezeichnet. Die Matrix A heifst Differential von

f an der Stelle a.

Wie im Fall n = m = 1 gilt auch im allgemeinen Fall, dass f genau dann in a € D (reell)
differenzierbar ist, wenn gilt

(a) f(z) = f(a) +A-(x—a)+r(x—a);
(b) lim H&=% — ¢

a—a llz=al

(siche auch [GAM, Kapitel 18.1]).

Unter der Identifizierung C = R?, z + iy 5 konnen wir eine Funktion f := u + iv :

D — C auch als reelle Funktion auffassen, wobei u = Re(f) und v = Im(f). Genauer: Ist

z=x 41y € C, so ist
f(z)zu(g:j)—i—w(z)

Als erstes stellen wir fest, dass Differenzierbarkeit in C und Differenzierbarkeit im R? nicht
dasselbe sind:

Beispiel 3.8. Nach Beispiel ist die komplexe Konjugation f : C — C, f(z) = Z nicht
differenzierbar. Im Reellen erhalten wir aber die Funktion

e (1)-(5)

und diese ist reell differenzierbar, da jede Komponente reell differenzierbar ist.

Andererseits, wenn eine Funktion f : D — C komplex differenzierbar in a € D ist, so ist
sie insbesondere reell differenzierbar in a, denn: Aus Gleichung erhalten wir

L St h) = o)~ Pa)h

h—0 h
heR?\{0}

0.

Insbesondere ist also die Gleichung M) erfillt. D.h. f ist reell differenzierbar und weiter
gilt, dass das Differential in diesem Fall C-linear ist. Das Differential ist hier f’(a)h und
(als Funktion in h) ist dieses C-linear. Hier ist der entscheidende Punkt: Wie im Beispiel
der komplexen Konjugation ist diese als Abbildung R? — R? zwar R-linear, als Abbildung
C — C, z — 7 aber nicht C-linear!

ENDE 2. Vorlesung

Lemma 3.9. Es sei f: C = R? — C = R? eine R-lineare Abbildung. Dann sind #quivalent:

(i) f ist C-linear;
(ii) Es gibt ein w € C mit f(z) = z - w fiir alle z € C;
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A= (¢ 70 ) erx
b a

wr () ()

In diesem Fall gilt w = a + ib.

(iii) Es gibt eine Matrix

Ubung 3.10. Beweisen Sie Lemma Geben Sie weiter ein Beispiel einer Abbildung f :
C — C an, die R-linear aber nicht C-linear ist.

Wir wollen im Folgenden den Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Differenzier-
barkeit genauer untersuchen. Wir halten schon einmal fest:

Proposition 3.11. Es sei D C C offen. Fiir eine Abbildung f : D — C sind dquivalent:

(i) f ist komplex differenzierbar in a € D;
(ii) f ist reell differenzierbar in a € D und das Differential A von f an der Stelle a ist
C-linear.

Beweis. Die Implikation (7) = (i7) haben wir bereits oben gesehen. Fiir die Implikation
(74) = (i) halten wir noch einmal fest, dass die reelle Differenzierbarkeit von f in a dquivalent
dazu ist, dass

() f(z)=fla)+A-(z—a)+7(z —a)

mit liin H = 0. Nach Lemma 3.9 liefert die C-Linearitdt des Differentials, dass es ein
z a

w € C gibt, so dass A+ (z —a) = w- (2 — a). Somit liefert (5), dass
f(z) = fla) _r(z=a)

6 = .

(6) z—a z—a W

Da die Bedingung lim "2=% = 0 squivalent zu lim "=2 = 0 ist (eine Folge in R? konvergiert

Z—a llz—all z—a *74

genau dann gegen 0, wenn die Folge ihrer Betrige gegen Null konvergiert), liefert @), dass
LS =S
z—a zZ—a

D.h. f ist komplex differenzierbar in a. O

Betrachten wir wieder eine in a € D komplex differenzierbare Funktion f = w4 iv: D — C.
Schreibe a = b + ic. Dann ist

- Fa) — tn L0 = S@) ki) — (@)

h—0 h h—0 ih

Wahlen wir h € R, so gilt etwa
f(a—l—h):u< b—gh>+iv< bth>

bzw.

f(a+ih):u<cih>+iv<cih>.
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Aus Gleichung @ erhalten wir somit

(b+h> <b> <b+h) (b)
U —u —v
'(a) = lim ¢ ¢ + i lim ‘ c
! h—0 h h—0 h
b b b b
o)) () ()
= lim + 4 lim
h—0 h h—0 h

Fiir die reellen Funktionen u und v existieren also die partiellen Ableitungen an der Stelle

< ; )
a= :
c
ou ou ov ov

(8) oz = (@), 5 (@) = wyla), 5o(a) = vla), 7 (a) = vyla)

Nach Proposition 3.11 ist f reell differenzierbar in a mit C-linearem Differential A. Aus den
Grundlagen der Mathematik |[GdM, Satz 18.12] wissen wir, dass das Differential A durch die
Jacobi-Matrix von f in a gegeben sein muss, d.h.

4 (wela) wyla) )
vz(a)  wvy(a)
Die C-Linearitét liefert uns nach Lemma 3.9 nun die folgenden Gleichungen:
9) uz(a) = vy(a) und uy(a) = —vz(a).
Diese werden Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen genannt. Wir haben somit insgesamt

gezeigt:

Satz 3.12. Es sei D C C offen und f : D — C eine Abbildung. Dann sind dquivalent:
(i) f ist komplex differenzierbar in a € D;
(ii) f st reell differenzierbar in a € D und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen uy(a) = vy(a) und uy(a) = —vy(a).
In diesem Fall gilt f'(a) = uy(a) + ivg(a) = vy(a) — iuy(a).
Bemerkung 3.13. Ob eine reell differenzierbare Abbildung f : D — C auch komplex dif-
ferenzierbar ist, konnen wir also alleine an der Gestalt der Jacobi-Matrix ablesen.
Beispiel 3.14. Die Abbildung

f:C—=C,z=uz+1iy — exp(z)cos(y) +iexp(z)sin(y)

=u(z,y) =v(z,y)
ist auf ganz C = R? reell differenzierbar. Da
uy = exp(z) cos(y) = vy und uy = — exp(x) sin(y) = —v,,

sind auch die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt. Somit ist die Funktion
nach Satz 3.12 auch auf ganz C komplex differenzierbar und es gilt

1'(2) = ug + iv, = exp(z) cos(y) + i exp(z) sin(y) = f(2)

Definition 3.15. Es sei D C C offen. Eine Abbildung f : D — C heifst
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e holomorph in a € D, wenn sie in einer offenen Umgebung von a komplex differenzierbar
ist;

e holomorph auf D, wenn sie in jedem a € D komplex differenzierbar ist;

e ganz, wenn sie holomorph auf D = C ist.

Proposition 3.16 (Rechenregeln fiir komplexe Ableitungen).

(a) Es sei D C C offen und f,g: D — C komplex differenzierbar in a € D. Dann gilt:
(i) af 4+ Bg ist komplex differenzierbar in a fir alle o, B € C mit

(af + Bg)'(a) = af'(a) + Bg'(a).

(ii) f - g ist komplex differenzierbar in a mit
(f9)'(a) = (f'g + f9')(a).
(11i) Ist g(a) # 0, so ist g komplex differenzierbar in a mit

f >' f'g—1g

= (a) = ———=(a).

(D) =20

(b) Seien D,D" C C offen und f : D — C, g : D' — C kompleze Funktionen mit
f(D) C D'. Ist f komplex differenzierbar in a € D und g komplex differenzierbar in
f(a), so ist auch g o f komplex differenzierbar in a mit

(gof)(a)=g'(f(a)) - f(a).

3.3. Die Wirtinger-Ableitungen. Wir haben nun Kriterien an der Hand um zu entschei-
den, wann eine komplexe Funktion f(z) (mit z = z 4 iy) komplex differenzierbar ist. Der
Nachteil unserer bisherigen Kriterien (Proposition m und Satz @) ist aber, dass die kom-
plexe Funktion f(z) in der Regel in Abhéngigkeit von z und Z gegeben ist. Wir kénnen nicht
erwarten, dass die Funktion in Abhéngigkeit von = und y gegeben ist oder gar in Real- und
Imaginarteil unterteit ist.

AuRerdem konnen wir aufgrund von Beispiel 3.7 davon ausgehen, dass das Auftauchen
von Z in unserer Funktion f(z) im Allgemeinen dazu fithren wird, dass diese nicht komplex
differenzierbar ist.

Die Idee ist daher, unsere Funktion f(z) -falls sie das nicht sowieso bereits ist- ganz bewusst
in Abhéngigkeit von z und Z auszudriicken und ein Kriterium zu finden, welches uns erlaubt
mit z und Z derart zu rechnen, als ob diese “unabhéngige” Variablen sind (was sie offenbar
nicht sind).

Seien D C C offen und f : D — C eine Abbildung. Fiir z = x + iy € C schreiben wir

wieder f(z) = u ( ;j > + qv ( ”Z ), wobei v und v der Real- und Imaginérteil von f sind.

Wir definieren zunachst

(10) % = Uy + vy und M = Uy + 10y,
Motiviert durch die Relationen (siehe Lemma 2.3 (4))
1 _ 1 I
xr = 5(2’—1—2) und y = Z(z—z) = i(zz—zz)
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definieren wir weiter

of _1[of .of of _1(or  of

genannt Wirtinger-Ableitungen. Der Sinn dieser Definitionen miindet nun in folgendem Kri-
terium, welches uns im Sinne obiger Definitionen liefert, dass eine komplex differenzierbare
Funktion nur von z, aber nicht von Z abhéngt.

Satz 3.17. Es seien D C C offen und f : D — C eine in a € D reell differenzierbare
Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) f ist komplex differenzierbar in a;

(i) Z(a) =0.

Beweis. Es gilt

Satz 3.1

f komplex differenzierbar in a 2 uz(a) = vy(a), uy(a) = —vz(a)
& ug(a) +ivg(a) = vy(a) —iuy(a)
& uala) + ivaa) = —i(uy(a) + ivy(a))
of of
s Fw--Zw
& <g£ +1 g‘g) (a)=0
o Zw-

O

Dass wir mit den Wirtinger-Ableitungen derart rechnen kénnen wie wir uns dies wiinschen,
d.h. dass z und Z sich wie unabhéngige Variablen verhalten, liefert die folgende

Proposition 3.18. Es seien D C C offen und f,g: D — C in a € D reell differenzierbare
Abbildungen.

(a) Ist f komplex differenzierbar in a € D, so gilt f'(a) = %(a),

(b) E=1=2Z und E=0=2.
(c) Summenregel:
9 of
@(aerﬁg) a2l 1 520
0 8f 8g
fir alle o, p € C.
(d) Produktregel:
of-g) _ Of Jg
0z a9: 97 / 9z’
of-9) _9f 9g
oz oz 9t I 0z’
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(e) Quotientenregel:

0z g2 ’
[
O(0) _4g-1-2
0z g2

Beispiel 3.19. Die Funktion f : C — C, f(z) = |2|?> = 2 - Z ist sicher reell differenzierbar,
aber wegen % = 7z ist diese Funktion nach Satz|3.17 nur in z = 0 komplex differenzierbar.
Beweis von Proposition |3.18. (a) Betrachte wieder die Zerlegung in Real- und Imaginérteil
f=wu+1iv. Da f in a komplex differenzierbar ist, gelten die Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen
(12) uz(a) = vy(a) und uy(a) = —vy(a).
Wir erhalten

of w1 (df of

a(a) =~ 9 \oz 187/ (a)

3 (-5l w)

%(ux(a) +ive(a) —iuy(a) + vy(a))

%(2%(@) + 20, ()

ta(@) + ivs(a) Y f(a),

IERE
s g

Oz Zé?y

0z 2

@%(1“-0—@'-(0“’-1))Z%(lﬂa):l-

dz (1) 1 (82 ,8,2)

Analog erhalten wir die anderen Aussagen durch einsetzen.
(c)-(e) Ubung. O

Ubung 3.20. Beweisen Sie die Produkt-Regel fiir die Wirtinger Ableitungen.
ENDE 3. VORLESUNG
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4. KOMPLEXE INTEGRALRECHNUNG

4.1. Wegintegrale. Anstatt iiber Intervalle (wie in R), werden wir in C iiber Wege integri-
eren.

Definition 4.1. Seien a,b € R mit a < bund D C C. Ein Weg in D ist eine stetige Abbildung
v :la,b] = D.
e Der Weg ~ heift geschlossen, wenn v(a) = ~(b) gilt.
e Der Weg ~ heifst stiickweise stetig differenzierbar, wenn ~ stetig ist und wenn es
a=tg<t1 <...<th_1<t,=0b

mit n € N gibt, so dass vj;,_, +,] stetig differenzierbar ist fiir 1 <4 < n. (Man beachte,
dass ’y|’ (ti1ts) dann stetig ist, aber nicht zwingend auf den ¢; definiert ist. Wir kénnen

i

aber stetig fortsetzen.)

Wir nennen «y(a) den Anfangs- und «(b) den Endpunkt des Weges +.

Beispiel 4.2.
(a) Die Abbildung

—1+i(2+t) wennte [-2,—1]
7, 1-2,2] > Cit— i+t wenn ¢ € [—1,1]
1+i(2—¢t) wennte|[l,2]
definiert einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg.
(b) Fiir ¢ € C und r € Ry definiert die Abbildung
v :[0,27] = C,t — ¢+ r - exp(it)

einen geschlossenen, stiickweise stetig differenzierbaren Weg. Visualisiert konnen wir
uns diesen als die Kreislinie mit Radius » um den Mittelpunkt ¢ vorstellen. Dieser
Weg wird gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen (positive Orientierung).

Da Wege, die nicht stiickweise stetig differenzierbar sind, in der folgenden Theorie zu einigen
Unannehmlichkeiten fithren wiirden und fiir unsere Anwendungen auch eher uninteressant
sind, betrachten wir im Folgenden nur Wege, die stiickweise stetig differenzierbar
sind.

Definition 4.3. Die Bogenlidnge (oder einfach Lange) eines Weges v : [a,b] — D definieren
wir als

b
L) = [ o) a

(Da ~" auf [a,b] \ {t1,...,tn—1]} stetig ist, ist dies wohldefiniert, siehe auch [GdM, Kapitel 8].)
In diesem Sinne natiirlicher wire es sicher, die Bogenldnge durch

n Li
Ly =Y / I (8)] dt
i=1 “ti-1

zu defineren. Beide Definitionen fiihren aber auf den selben Begriff (siehe auch [Koe, Kapitel
12.2])
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Bemerkung 4.4. Mit z = v(t) erhalten wir die folgende (formal nicht ganz korrekte) Gle-
dz

ichung
b b b
L) = [ Wold= [|5] a= [ .

Mit der Anschauung von |dz| als Lange eines unendlich kleinen Geradenstiicks, erhalten wir,
dass L(7y) mit unserer intuitiven Vorstellung der Lénge iibereinstimmt. Dies veranschaulicht
auch folgendes...

Beispiel 4.5. Betrachte den Weg v aus Beispiel 4.2/ (b):

27
Liy) = /0 (1)) dt

27
:/ lir exp(it)| dt
0
27
= / lir(cos(t) + isin(t))| dt
0
27
= / lir cos(t) — rsin(t)| dt
0

27
= / \/7“2 cos2(t) + r2sin?(t) dt
0
27

:/ rdt = 27r
0

Definition 4.6. Sei D C C offen und f : D — C stetig. Eine holomorphe Funktion F': D — C
mit F'(z) = f(z) fir alle z € D heiflt Stammfunktion von f auf D.
(Auch im Komplexen werden wir Stammfunktionen wieder durch Integrieren erhalten.)

Definition 4.7. Sei I = [a,b] C R.

(a) Eine Funktion f : I — C heifst integrierbar auf I, falls Re f und Im f auf I integrierbar
sind. Setze

b b b
/ f(t) dt ::/ Re f(t) dt—H’/ Im f(t) dt.
(b) Seien D C C offen, v : I — D ein Weg und f : D — C eine auf () stetige Funktion.
Das Wegintegral von f entlang ~ ist definiert als

b
[ 16y = [ somm o,
¥ a
wobei wir das Integral auf der rechten Seite im Sinne von Teil (a) zu verstehen haben.

Bemerkung 4.8. Mit z = 7(¢) erhalten wir die folgende (wieder formal nicht ganz korrekte)

Gleichung
L) = [ 6z = [ 1 at= [ 16 a
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Beispiel 4.9. Sei v wieder unser Weg aus Beispiel’m (b) und betrachte die komplexe Funktion
f:C\{c} = C,z— -1 Dann gilt

/ Fede= [ @) a

0

2

1

= —1 it) dt
/0 r exp(it) i exp(it)

2 2
:/ idt:i/ dt = i2m7.
0 0

Bemerkung 4.10. Wegintegrale haben leider keine anschauliche Bedeutung als Fléache oder
Volumen. Ist aber v : [a,b] — R ein reeller Weg und f : R — R stetig, so folgt aus der
Substitutionsregel fiir reelle Integrale (mit s = (t)):

/7 £(2) dz = /7 :(j) £(s) ds.

Betrachten wir noch einmal Beispiel 4.2 (b). Auch der Weg
0:[0,1] = C,t +— ¢+ rexp(2mit)

beschreibt eine Kreislinie um ¢ mit Lange 27r. Daher wollen wir uns im Folgenden vergewis-
sern, dass das Wegintegral unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung des Weges ist.

Definition 4.11. Sei D C C, v : [a,b] — D ein Weg und ¢ : [c, d] — |[a, b] stetig differenzierbar
mit ¢(c) = a und ¥(d) = b. Setze

Y (y) :=~o01:[e,d — D.

Die Abbildung 1 heilit Umparametrisierung von ~. Eine Umparametrisierung v heifst nicht-
negativ, wenn 1 monoton wachsend ist.

Bemerkung 4.12. Die Wege v und ¢*(7) stellen die selben Bildkurven dar (d.h. v([a,b]) =
*(v)([e, d])), lediglich die “Durchlaufgeschwindigkeit” ist unterschiedlich.

Bemerkung 4.13. Mit obiger Notation:

(a) Ist ¢ nicht-negativ, so ist L(1p*(y)) = L(7).
(b) Ist D C C offen und f : D — C stetig auf y([a, b]), so gilt

/Qp dz_/f
Beweis. Zu (a):
L /wo ) dt = /w (1)) dt

(d)=b
P’ >0) P(t
= /w V() ™ =“’/( /()] ds = L()

Y(c)=a
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Zu (b):
d d
/ f)da = / ﬂkunxvow%wdv=/ Fr@ @) (3 (@) (8) dt
w*(’}’) C c
b(d)=b

<ﬂymAU FOEN () ds = [ f:) da
c)=a 7

O

Die Orientierung spielt also im Gegensatz zur Parametrisierung eine entscheidene Rolle.
Kehren wir die Orientierung um, d.h. gilt ¢(¢) = b und ¢ (d) = a, so gilt

thﬂ@mz—Lﬂ@m

Dies fiihrt uns zu der Frage ob Wegintegrale vielleicht nur von Anfangs- und Endpunkt ab-
héngen? Dies ist jedoch im Allgemeinen nicht der Fall, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 4.14. Betrachte die Funktion
FiC\0} €z
aus Beispiel 4.9/ (mit ¢ = 0). Fiir den Weg
0:]a,b] > Cit—1

gilt

Af@ﬁhza
denn ¢'(t) = 0. Langs des Weges

v :[0,27] — C,t — exp(it)

gilt

/ f(z) dz =27

.
nach Beispiel 4.9 (mit ¢ = 0,7 = 1). Es gilt aber, dass 7(0) = 1 = §(a) und v(27) = 1 = §(b),
d.h. beide Wege haben dieselben Anfangs- und Endpunkte.

Im Allgemeinen héngen Wegintegrale also nicht nur von Anfangs- und Endpunkt ab. Bei
Wegintegralen von Funktionen, die eine Stammfunktion besitzen, verhélt sich dies anders:

Proposition 4.15. Seien D C C offen, v : [a,b] — D ein Weg und f : D — C stetig. Hat f
eine Stammfunktion F auf D, so gilt

Insbesondere gilt, wenn v geschlossen ist, dass f7 f(z) dz=0.
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Bewezrs.

Beispiel 4.16. Sei
v :10,27] — C,t — rexp(it)
mit r € Ry und
f:C—=Cz—2" (neZ\{-1}).
Dann ist f/(z) = nz""! (siehe Beispiel ‘3.7‘ (a)). Fir n # —1 ist also

Zn+1

F:C—>C,zm—
n+1

eine Stammfunktion von f und es gilt
4.15)
[ #6)@ "2 Fo(0)) - Fo2m) =0,
.
Im Fall n = —1 gilt (siehe Beispiel 4.14):

/7 £(2) dz = i2r

Bemerkung 4.17. Proposition 4.15/und Beispiel 4.14 liefern uns einen fundamentalen Unter-
schied zur reellen Analysis. Die Funktion f : C\{0} — C,z + 1 ist zwar holomorph, besitzt
aber keine Stammfunktion.

Wiirde es eine Stammfunktion F' geben, so wére (mit der Notation von Bsp. m

21 = / f(z) dz = F(y(2m)) — F(7(0)) = F(6(b)) — F(d(a)) = ./5 f(z) dz=0.

Die Existenz einer Stammfunktion ist im Komplexen also eine stéarkere Bedingung als im
Reellen (wo etwa jede stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt).

Trotzdem wollen wir erreichen, dass unter bestimmten Voraussetzungen auch die Umkehrung
von Proposition |4.15 gilt. Dazu definieren wir zunéchst:

Definition 4.18. Eine Teilmenge D C C heilit wegzusammenhinghend, wenn es fiir 21, 29 €
D einen Weg 7 : [a,b] — D gibt mit y(a) = 21 und (b) = z3. Ist D C C offen und
wegzusammenhéngend, so nennen wir D ein Gebiet.
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Wie im Reellen sind Stammfunktionen auf Gebieten eindeutig bis auf einen konstanten
Term.

Lemma 4.19. Seien D C C ein Gebiet, f : D — C stetig und F}, Fb : D — C Stammfunk-
tionen von f auf D. Dann ist F; — F5 konstant.

Beweis. Sei F := F| — F5. Dann ist F' eine Stammfunktion von F’ auf D und
F =F -F=f—f=0.
Somit gilt fir jeden Weg ~ : [a,b] — D, dass
415
(13) 0= [ F2) &a " P - PO,
¥
Seien z1,29 € D beliebig. Da D als Gebiet wegzusammenhéngend ist, konnen wir unseren
Weg v derart wihlen, dass y(a) = 21 und «(b) = 2. Aus folgt

F(z1) = F(v(a)) = F(v(b)) = F(22),
d.h. F' = Fy — F5 ist konstant auf D. O
Definition 4.20. Sei 7 : [a,b] — C ein Weg. Der Umkehrweg von + ist der Weg
v a,b] = C, t— y(a+b—t).

Definition 4.21. Seien 7; : [a,b] — C und 2 : [¢,d] — C Wege mit v;(b) = 72(c). Der
zusammengesetzte Weg 1 + 72 ist definiert durch

~1(t) wenn t € [a, b]

=+ . ,b+ d_ _>(c7 t—
T+ e ( c)] {72(t+c—b) wenn t € [b,b+d — ]

ENDE 4. VORLESUNG

Lemma 4.22. Sei v : [a,b] = D ein Weg und f : D — C stetig auf v([a, b]). Dann gilt

[ @ an=— [ 1) @

Beweis. Nach Definition gilt v~1(¢) = v(a + b — t), d.h. nach Kettenregel gilt (y~1)(t) =
—v'(a 4+ b —t). Mit der Substitution s := a + b — t erhalten wir

b
[ r@a= [ rertne e a
Y a
b
= —/ f(y(a+b—1)y(a+b—1t)dt

=—/U F(v()'(s) ds

=b
_ Z, £(2) da.
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Ubung 4.23. (Blatt 2, Aufgabe 4) Seien D C C offen und v; : [a,b] — D und s : [¢,d] — D
Wege mit v;(b) = y2(c). Dann gilt:

(2) L(m) =Ly )
(b) L1 +72) = L(m) + L(72);
(c) Ist f: D — C auf v1([a, b]) und v2([c, d]) stetig, so gilt

[ see= [ f@as [ re e
Y1+72 71 Y2

Wir kommen nun zu unserer teilweisen Umkehrung von Proposition |4.15.

Satz 4.24. Seien D C C ein Gebiet und f : D — C stetig. Gilt fvf(z) dz = 0 fir jeden
geschlossenen Weg in D, so besitzt f eine Stammfunktion auf D.

Beweis. Sei a € D fest. Da D wegzusammenhéngend ist, gibt es zu jedem z € D einen Weg
v, in D von a nach z. Wir definieren

F:D—-C, z— [ f(w)dw
V=
Wir haben zu zeigen, dass F' wohldefiniert und eine Stammfunktion von f ist.
1. F ist wohldefiniert: Sei dazu 7, ein weiterer Weg in D von a nach z. Dann ist v, + (7z)
ein geschlossener Weg mit Anfangs- und Endpunkt a. Es ist

-1

0“2 [ )y aw ™ [ p)dws [ fw) du
72+('YZ)71 Yz ('YZ)71

U2 [ pw) dw— [ f(w) dw
Yz Yz

2. F ist Stammfunktion von f auf D, d.h. F'(zy) = f(z) fir alle zy € D: Da D offen ist,
gibt es ein € > 0 mit B(z9) € D. Wahle z € B.(29) und betrachte den geraden Weg
a:[0,1] = D, t — 2o+ t(z — 20).
Dann gilt:

F(z) = F(zg) P2 P / f(w) duw — / J(w) du
z REN)

&0 / f(w) dw
(v

ZO -1 +7z

/f ) dw.

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass wir (7,,) ™!, 7, und « zu einem geschlossenen Weg

mit Anfangs- und Endpunkt zy zusammensetzen kénnen. Uber diesem geschlossenen Weg ist
das Wegintegral nach Voraussetzung 0. Mit 4.22 und folgt dann die letzte Gleichung. Es
folgt

F'(20) = lim Fz) = F(z) = lim ! /f(w) dw.

Z—20 zZ— 20 =20 Z — 20
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Weiter gilt
lim

Z—>ZOzzo/f dw_zlglzlozzo/f

/ f(zo+t(z — 20))(z — 20) dt

= lim
Z—=20 Z — 20

1
:/ lim f(z0 +t(z — 20)) dt

zZ—20

/ f(20) dt = (Zo)/ dt = f(z0).

(Wir diirfen Grenzwert und Integral vertauschen, da der Integrand als Funktion in z und ¢
stetig ist, siche auch [GdM].) O

Was wir bisher iliber komplexe Integration wissen: Ist D C C offen und f: D — C
stetig, so gilt:

e Das Wegintegral f f(2) dz héngt nicht von der Parametrisierung des Weges ab (—
Bemerkung ’—13D

e Das Wegintegral f f(2) dz ist in der Regel nicht eindeutig durch Anfangs- und End-
punkt des Weges bestlmmt (— Beispiel ’7

e Hat f hingegen eine Stammfunktion, so hingt fv f(2) dz nur von Anfangs- und End-
punkt des Weges ab (— Proposition @)

e Auf einem Gebiet besitzt f eine Stammfunktion, wenn alle Wegintegrale entlang
geschlossener Wege auf diesem Gebiet verschwinden (— Satz @)

4.2. Der Cauchysche Integralsatz. Wir haben im vorherigen Kapitel gesehen, dass im
Falle der Existenz einer Stammfunktion das Wegintegral nur von Anfangs- und Endpunkt
des Weges abhéngt. Ebenso haben wir ein Kriterium fiir die Existenz der Stammfunktion
kennengelernt. Dieses ist aber sicher nicht allzu leicht nachpriifbar.

Wir wollen daher nun ein leicht nachpriifbares hinreichendes Kriterium fiir die Wegunab-
héngigkeit des Integrals kennenlernen. Und zwar ohne eine Stammfunktion suchen zu miissen.

Satz 4.25 (Cauchyscher Integralsatz). Seien D C C offen, f : D — C holomorph auf D,
Q = [a,b] x [c,d] € R? ein Quader, 1 : Q — D stetig differenzierbar und 1¥(0Q) das Bild des
Randes von @ unter . Dann gilt:
/ f(z) dz=0.
$(0Q)

Wir fassen 0@ hierbei als geschlossenen Weg mit positiver Orientirerung (d.h. gegen den
Uhrzeigersinn) auf. Siehe dazu Abbildung g
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Y

(a,c) ?b, c)

ABBILDUNG 4. Quader Q) = [a,b] X [c, d].

Ein mogliche Parametrisierung dieses Weges ist etwa wie folgt gegeben:
(a+t(b—a),c) wenn t € [0, 1

byc+ (t—1)(d—c¢)) wennt € [l,2
+B—-t)(b—a),d) wennte |23
a,c+(4—1t)(d—c)) wennte [3,4

0Q : [0,4] — R% t E

(

Unter der Identifikation R? — C, (z,v)
(anstatt in R?) auffassen.

— x + iy konnen sie 9@ dann auch als Weg in C

Bemerkung 4.26. In der Literatur wird der Cauchysche Integralsatz auch allgemeiner fiir
Dreiecke, Sterngebiete, konvexe Gebiete usw. formuliert. Unsere Formulierung fiir einen
Quader wird uns den Beweis vereinfachen und wir werden spéter darauf zurtickkommen, dass
diese zunéchst sehr restriktive Annahme an unseren Weg fiir die meisten Félle vollkommen
ausreichend ist.

Fiir den Beweis des Cauchyschen Integralsatzes benttigen wir zunéchst einige Vorbereitung:

Lemma 4.27 (Dreiecksungleichung der Integralrechnung). Seien a < b reelle Zahlen und

f :]a,b] — C stetig. Dann gilt
‘/f dt} /|f )| dt.

Beweis. Siehe Blatt 3, Aufgabe 3(a) 0

Lemma 4.28. Seien @ = [a,b] x [c,d] C R? ein Quader und ¢ : R? — C stetig differenzierbar.
Dann existiert ein M € R~ mit

L(4(0Q)) < M - L(9Q).

Beweis. Sei p : [a,b] — C =2 R? der gerade Weg von (a, ¢) nach (b, c). Diesen kénnen wir etwa

durch p(t) = (t,¢) parametrisieren. Da ||p/(¢)|| = ||(1 O)H =1 fiir alle ¢ € [a, b] gilt, folgt
(1) rwen = [ wop@la= [ 1wew)- Jo la
v ~—

€Q  edBo(1)

Setze M := max{|[¢/(2)w| | z € Q, w € dBy(1)}, wobei ¥/(z) € R**? eine Matrix und
Y (2)w € R? & C ein Matrix-Vektor Produkt ist.
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Die Funktion [¢'(z)w| ist stetig auf der kompakten Menge @ x dBy(1), daher existiert M.
Aus (14) folgt

b
L(z/;op)gM/ dt = M(b—a) = M- L(p).

Analog kénnen wir fiir die drei anderen Kanten von @) argumentieren. Die Behauptung folgt
dann aus Ubung 4.23. O

Folgerung 4.29. Die Ungleichung aus Lemmal|4.28 gilt auch fiir jeden Teilquader von Q.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition von M im Beweis von Lemma 4.28, da wir hier
das Maximum iiber alle Punkte in () betrachten. ]

Lemma 4.30. Seien D C C offen, f: D — C stetig und v : [a,b] — D ein Weg in D. Dann
gilt

’/f dz‘<L - max_|f(2)]

z€7([a,b])

(Das Maximum auf der rechten Seite existiert, da |f o | auf [a, b] stetig ist.)

‘/7 ‘/ GO0 () a

Beweis.

4.27)

< /yf (t)| dt

< max \/ |v'(¢)] dt
z€7([a,b])

= max z)| -
e [f(2)]- L

0

Bevor wir zum Beweis des Cauchyschen Integralsatzes kommen, wollen wir uns noch ein
Beispiel angucken:

Beispiel 4.31. Fiir zp € C und r € R betrachte die stetig differenzierbare Abbildung
P :Q=10,r] x[0,21] = C, (t,s) — 20+t - exp(is).

Dann ist ¢(0Q) die Kreislinie (mit positiver Orientierung) um zo mit Radius . D.h. nach
dem Cauchyschen Integralsatz erhalten wir [ »(0Q) f(z) dz = 0, wenn f auf dem Kreis {z €

C | |z — 20| < r} holomorph ist.
Betrachte dazu die holomorphe Funktion

f:C\{0} = C, Z*—)%

und die Wege 1 und 72 aus Abbildung|5|
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Im
A

Y2

-
N

ABBILDUNG 5. Wege auf Kreislinien.

\,Jf
=
le)

Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist

/721"(2) dz =0,

da f auf der von -9 eingeschlossenen Kreisfliche holomorph ist. Auf den Weg ~; kdnnen
wir den Cauchyschen Integralsatz jedoch nicht anwenden, da die eingeschlossenen Fléche den
Nullpunkt enthélt und in diesem ist f nicht komplex differenzierbar. Aus Beispiel 4.9 wissen
wir auch bereits, dass

/% £(2) dz = i2m.

ENDE 5. VORLESUNG

Jetzt kommen wir zum Beweis des Cauchyschen Integralsatzes:

Beweis von Satz|4.25. Wir unterteilen dazu @ in vier gleichméfige Quader wie in Abbil-
dung |6 angegeben.

(b, d)

A A

—~
8
3PS

QA QB

(a,0) (b.0)
ABBILDUNG 6. Unterteilung des Quaders Q = [a, b] x [c, d].

Wir erhalten mit Ubung dass

/iﬁ(aQ) f(z) dz = /w(aQA) f(z) dz+ /1p(8Q3) f(z) dz+ /1/)(8620) f(z) dz + /zb(aQD) f(2) dz.
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Man beachte, dass sich auf der rechten Seite dieser Gleichung die Wegintegrale iiber die in
Abbildung 6| rot gekennzeichneten Wegabschnitte wegheben. Dies folgt aus Lemma da
wir diese Wegabschnitte in beiden Richtungen durchlaufen.

Wir wéhlen Q1 € {Qa,Qp,Qc,Qp} derart, dass |f¢(aQ1) f(z) dz| maximal ist.
= ‘/ f(2) dz‘ §4-‘/ f(2) dz’.
$(0Q) ¥(9Q1)
Induktiv erhalten wir dann eine absteigende Kette von Quadern Q 2 Q1 2 Q2 O - -+ mit
(15) ‘ / £(2) dz’ < 4. (/ £(2) dz| fiir alle n > 1.
$(0Q) $(8Qn)

Der Schnitt Npeny @ ist einelementig und wir setzen zp := ¥(Mpen @n) € ¥(Q). Da f
insbesondere in zy komplex differenzierbar ist, konnen wir f (durch lineare Approximation in
20) schreiben als

(16) f(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20) +7(2) mit lim rz)

Z—20 ’Z — ZO‘ -

Die stetige Funktion g(z) := f(20)+ f'(20)(2—20) hat die Stammfunktion z- f(20)+ 3 f'(z0) (2 —
20)?. Nach Proposition 4.15 gilt daher

(17) / g(z) dz =0 fiir jeden geschlossenen Weg ¢ in D.
6

Weiter halten wir schon einmal fest, dass

(18) |z = 20| < L(¥(0Qn)) fiir z € ¥(Qn).
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Insgesamt erhalten wir:

15
’/ f(2) dz‘ < 4" / f(2) dz‘
$(0Q) P (0Qn)
4" / 9(z) +7(2) dz‘
$(0Qn)
a7 4" / r(2) dz‘
$(0Qn)
4.30 Lo
< 4" n))+ ma r(z
<4 L0 max [r(2)
r(z)
<4". L(y(0Q,)) - ma z— 29|+ ma
<A L) max |2zl max ||
(18) r(z)
< 4" L((8Q,))? - max
- ($(0@n) 2€(0Qn) | |2 — 20|
(4.28)
4”‘M2-L(8Qn)2- max | ‘
2€%(9Qn) 12 — 20|
1 2 r(z)
=4" . M?. (—=L(0 > a
<2” (0Q) zefz;n(aén) |z—zo|‘

r(z)

|z — 20|

= M?.L(OQ)?- max
(9Q) 2€9(0Qn)

r(2)

=20l fiir n — oo gegen

Der Term M? - L(0Q)? ist unabhingig von n, wihrend MaX, ey (9Q,)
< ¢ fiir alle € > 0,

Null konvergiert (da es dies fiir z — zg tut). Somit gilt ’f¢(aQ) f(z) dz

d.h.
/ f(z) dz = 0.
Y(0Q)
O

Allgemein ldsst sich der Cauchysche Integralsatz nicht nur fiir einen Quader, sondern fiir
die von einem geschlossenen Weg eingeschlossene Fliache formulieren (d.h. f soll auf dieser
gesamten eingeschlossenen Fléche holomorph sein). Was genau mit eingeschlossener Fléche
gemeint ist, ist aber mathematisch schwer zu definieren. Das Beispiel [4.31] verdeutlicht aber
bereits, dass wir mit unserer Formulierung des Cauchyschen Integralsatzes viele Formen dieser

eingeschlossenen Flachen beriicksichtigen.

Wie im Cauchyschen Integralsatz wollen wir uns im Folgenden auf stetig differenzierbare
(und nicht nur stiickweise stetig differenzierbare) Wege konzentrieren:

Bemerkung 4.32. Sei v : [a,b] — C ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg und sei
a=1tyg <ty <-- <tp=>eine Unterteilung, so dass v||;,_, 4, stetig differenzierbar ist fiir alle
i=1,...,n. Wahle eine monoton wachsende und stetig differenzierbare Funktion v : [a, b] —
[a,b] mit ¢(t;) = t; und ¢'(¢t;) = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n. Fir den umparametrisierten Weg
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~ := v o gilt dann

Miteerta]) ) = 0= Fpe_y,) (ti1)-
Die Wegstiicke 7;,_, 1, lassen sich also zu einem {iiberall stetig differenzierbarem Weg 7 zusam-
mensetzen.

4.3. Homotopie von Wegen. In Beispiel 4.31] konnten wir den Cauchyschen Integralsatz
fiir die Funktion f(z) = % nicht auf den Weg v, aus Abbildung 5 anwenden. Der Grund dafiir
war, dass f nicht auf der ganzen von -, eingeschlossenen Fléache holomorph ist. Diese hat
im Punkt 0 ein “Loch” und Wege um ein solches Loch kénnen nicht “stetig zusammengezogen
werden”. Dies motiviert...

Definition 4.33. Seien D C C, 79,7 : [a,b] — D stetig differenzierbare Wege.
(a) Seien vp(a) = v1(a) =: w und o(b) = y1(b) =: z. Gibt es eine stetig differenzierbare
Abbildung H : [a,b] x [0,1] — D mit
(i) H(t,0) =(t) und H(t,1) = y1(¢) fiir alle ¢ € [a, b];
(ii) H(a,s) = w und H(b,s) = z fiir alle s € [0, 1],
so heifsen 9 und ; homotop (relativ zu den Endpunkten a und b) in D und wir
schreiben 7y ~ 7. Die Abbildung H heifit Homotopie von -y nach ;.
(Anschauung: 7y ldsst sich innerhalb von D stetig in 1 deformieren, bei Festhalten
von Anfangs- und Endpunkt.)
(b) Sind 7 und 7; geschlossen, so heiffen diese frei homotop in D, wenn es eine stetig
differenzierbare Abbildung H : [a,b] x [0,1] — D gibt mit
(i) H(t,0) = ~vo(t) und H(t,1) = v (¢) fir alle t € [a, b];
(ii) H(a,s) = H(b,s) fiir alle s € [0,1],
Wir schreiben vg ~fei 71-
(c) Ein geschlossener Weg v : [a,b] — D heift nullhomotop in D, wenn er homotop zum
konstanten Weg [a,b] — D, t +— v(a) = () ist. Wir schreiben v ~ 0.

Eine wichtige Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz ist, dass Wegintegrale invariant
unter Homotopie sind:

Folgerung 4.34. Seien D C C offen, f : D — C holomorph und ~o,v1 : [a,b] — D Wege.
Dann gilt:

(a) vo ~ 71 oder Yo ~frei 1 = f% f(z) dz = f,ﬂ f(z) dz.

(b) ~vo geschlossen, o ~ 0 = f% f(z) dz=0.

Beweis. Zu (a): Sei H die Homotopie von -y nach ; und wende den Cauchyschen Integralsatz
mit H = ¢ und @ = [a,b] x [0,1] an. Sei zunéchst vy ~ ;1. Die vertikalen Seiten von @, d.h.
{a} x[0,1] und {b} x [0, 1], werden unter H (aufgrund von Eigenschaft (ii) aus Definition 4.33
(a)) auf einen Punkt abgebildet. Ihr Beitrag zum Wegintegral [ o) S (z) dz verschwindet
daher. Die beiden horizontalen Seiten von () werden auf vg bzw. =1 abgebildet. Daher ist

(2) dz — (z) dz = 0.
Y0 "
ISt Y0 ~frei 71, S0 liefern die vertikalen Seiten von Q, d.h. {a} x [0,1] und {b} X [0, 1], wegen
(ii) aus Definition 4.33 (b) dieselben Wege, aber mit umgekehrter Orientierung. Ihr Beitrag
zu | Q) S (z) dz verschwindet daher auch hier. Jetzt argumentieren wir analog zum Fall

Y0 ~ V1-
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): Wir wenden Teil (a) an, wobei v; jetzt der konstante Weg sei. Insbesondere ist
0. Dann folgt

b
f2)d= D [ f() az / For(O)4(8)
=0

Zu (b
m(t) =

I
e

Yo 71

Beispiel 4.35. Sei D = C\{0} und betrachte die beiden Wege
Y0 : [0,27] = D, t — 71 - exp(it),
7 :[0,27] = D, t— c+ 1 -exp(it).

Beide Wege beschreiben geschlossene Kreislinien vom Radius r, 71 um den Mittelpunkt 0, o
um den Mittelpunkt ¢ (siehe auch Beispiel ﬁb
Ist |e| < 7, so liegt ¢ in der von 7y eingeschlossenen Fliche (siehe auch Abbildung ﬁ)

71

ABBILDUNG 7. Homotope Kreislinien.

In diesem Fall sind g und 7 frei homotop in D mit (freier) Homotopie
H :[0,27] x [0,1] = D, (t,s) — sc+ rexp(it).
Dies ist eine (freie) Homotopie, denn:
o |H(s,t)| = |sc+rexp(it)| > |rexp(it)| — |sc| > r —|¢| >0, d.h. H(s,t) € D;
e H ist stetig differenzierbar;
o Fiir alle t € [0,27], s € [0,1] gilt:

H(t,0) =r - exp(it) = yo(t),
H(t,1) =c+r-exp(it) = y1(t),
H(0,s) =sc+r = H(2m,s).

Nach Folgerung 4.34 (a) gilt:

IS
S

1
/ dz :/ — dz.
Y0 !

Die Wege o und ~y; kénnen nach Folgerung \4.34\ (b) jedoch nicht nullhomotop sein, da nach

Beispiel [4.9 gilt:
. 1 1
0#12%2/ dz:/ = dz.
Yo # 7 #

Ist |c| > 7, so liegt der Nullpunkt nicht im Inneren des Kreises 71 (siehe auch Abbildung ).

In diesem Fall gilt
1 1
/ dz:O#iQW:/ — dz.
m < n ?
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Nach Folgerung 4.34 (a) konnen die Wege o und ~; also in diesem Fall nicht homotop sein.

Die Homotopie von ¢ und 1 héngt aber wesentlich von der Menge D ab. Betrachten wir
etwa D = C, so sind vg und v frei homotop und zwar unabhéngig von der Lage des Punktes
c.

Al

ABBILDUNG 8. Nicht-homotope Kreislinien.

Beispiel 4.36. Die Kreislinie
7 ¢ [0,27] — C, t — exp(it)

ist homotop in C zum konstanten Weg ~o(t) = 1. Der Anfangs- und Endpunkt beider Wege
ist 1. M.a.W.: v, ist nullhomotop. Die Homotopie ist gegeben durch

H :[0,27] x [0,1] = C, (t,s) — (1 — s) + sexp(it),

denn:
o H(t,0) =1 =(t) fiir alle € [0, 27];
o H(t,1) =exp(it) =y (t) fir alle ¢t € [0, 27];
e H(0,s) =1=(1—-35)+s=(1—s)+ sexp(i2r) = H(2m, s) fiir alle s € [0,1].

Definition 4.37. Es sei D C C. Dann heift D einfach zusammenhingend, wenn D wegzusam-
menhéngend ist und jeder geschlossene Weg in D nullhomotop (in D) ist.

Beispiel 4.38.

(a) Die Menge D = C\{0} ist nicht einfach zusammenhéngend, denn zwar ist D wegzusam-
menhéngend, aber in Beispiel [4.35 haben wir gesehen, dass nicht jeder Weg in D
nullhomotop ist.

(b) D = C ist einfach zusammenhéngend, denn C ist offensichtlich wegzusammenhéngend
und ist v : [a,b] — C ein geschlossener Weg, so ist

H:[a,b] x [0,1] = C
(t,5) = (1= 8)v(t) + s(v(a))
eine Homotopie von v zum konstanten Weg in v(a) = ~(b).

(c) Ebenso wie in (b) argumentiert man, dass B,(zg) fir r € Rsg und zp € C einfach
zusammenhangend ist.

Bemerkung 4.39. Anschaulich hat man sich die einfach zusammenhéngenden Teilmenge von
C als die Mengen vorzustellen, die “nicht aus mehreren Teilen bestehen” und die auch “keine
Locher besitzen, um die man herumlaufen konnte”.
Proposition 4.40. Seien D C C offen und f : D — C holomorph. Dann gelten:

(a) Ist D wegzusammenhingend und f'(z) =0 fir alle z € D, so ist f konstant.
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(b) Ist D einfach zusammenhdingend, so hdangen Wegintegrale iber f nur von Anfangs-
und Endpunkt des Weges ab. Insbesondere ist fv f(2) dz = 0 fir alle geschlossenen
Wege v in D.

Beweis. Seien z1, 29 € D beliebig.
Zu (a): Sei vy ein Weg in D von zj nach zo. Nach Voraussetzung und Proposition 4.15 gilt:

OZLf/(Z) dz = f(z2) — f(21).

Zu (b): Seien y; und 2 Wege von z; nach z9 und betrachte den geschlossenen Weg 7 :=
Y+ 7y !, Da D einfach zusammenhingend ist, ist 7 nullhomotop. Aus Folgerung 4.34 (b)

erhalten wir:

0:/~f(z) 442 [ re dz+/ ) 2“2 [ peyde— [ ) de
5 m vt m

2

ENDE 6. VORLESUNG
Als direkte Konsequenz aus Proposition 4.40 (b) und Satz 4.24 erhalten wir:

Folgerung 4.41. Seien D C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und f : D — C holo-
morph. Dann besitzt f eine Stammfunktion auf D (d.h. insbesondere hingt das Wegintegral
f,y f(2) dz nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges v ab).

Beispiel 4.42. Die komplexe Funktion f(z) = 1 ist holomorph auf C\{0}. Da C\{0} nicht
einfach zusammenhéngend ist, konnen wir die obige Folgerung hier nicht anwenden.
Schrianken wir den Definitionsbereich jedoch auf die Menge

D :=C\R<g = {rexp(ip) | r € Rsg, —7 < ¢ <7}

ein, so besitzt f nach Folgerung|4.41 eine Stammfunktion auf D. Man kann zeigen, dass diese
durch den komplexen Logarithmus

log : D — C, rexp(ip) — log(r) + iy
gegeben ist.

4.4. Cauchysche Integralformeln. Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgern wir nun einige
Eigenschaften holomorpher Funktionen, welche aus Sicht der reellen Analysis sicher iiber-
raschend sind.

Satz 4.43 (Cauchysche Integralformel). Seien D C C offen und f : D — C holomorph.
Weiter sei B := B,.(z0) fiir ein r € Rsg und 29 € D derart, dass B C D. Dann gilt fiir jedes
z € B:
fo) = o [ I
T Jogp W — 2
wobei wir OB als den positiv orientierten Weg auf dem Rand der Kreisscheibe auffassen.
Insbesondere ist f auf B bereits durch die Werte auf dem Rand von B festgelegt.

dw,
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Beweis. Wir berechnen das Integral 5= [, B P ) dw. Die Funktion {U(—iug ist auf D \ {z} holo-
morph. Nach Folgerung [4.34 konnen wir 0B daher durch einen Weg ~ ersetzen, der zu 0B
homotop ist. Wir wéhlen ~ als die positiv orientierte Kreislinie um z mit Radius € > 0 derart,
dass B(z) C By(zp) (konkret ldsst sich eine Homotopie von 0B zu 7 auf D\ {z} sehr dhnlich
zu der in Beispiel 4.35 angeben). Es gilt:

L [ £ [ [ 10

Mit der Substitution uw := w — z erhalten wir

[ 22 au— 56 [ L= s

wobei 7/ eine positiv orientierte Kreislinie um 0 mit Radius € ist und die letzte Gleichheit nach
Beispiel 4.9 gilt.
Es bleibt zu zeigen, dass

w—z

JECS Chm
;

Der Integrand ist hier holomorph auf D \ {z} und durch die Funktion

fw)—f(z)
D—)C,wr—){ Py wenn w € D\ {z}

1'(2) wenn w = z

- ‘f(w f(z)

lasst er sich (via f’(z)) stetig fortsetzen. Die Funktion g(w ist auf der kompak-

ten Menge B C D stetig und besitzt daher auf B ein Maximum M.
Mit Lemma 4.30 erhalten wir

‘/f w) — f(z dw‘<L )27T6M

w—z
Insbesondere gilt also

dw — 0 fiir e — 0.
w—z

/f(w)—f(Z)
AY

Beispiel 4.44. Wir wenden die Cauchysche Integralformel an mit f(w) = exp(w), z = —1,

r =2 und 29 = 0. Dann gilt:
1
f(=1) = / exp(w) dw.
211 9B w+1

D.h.

Man beachte, dass wir fiir die Berechnung dieses Integrals keine Stammfunktion bend&tigt
haben.
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Beispiel 4.45. Sei v die positiv orientierte Kreislinie um 2¢ mit Radius 1. Wir wollen

1
— dz
[y22+4

1 1 _ f(®)

244 (z—2i)(z+2i) 2z—2i

bestimmen. Es ist

wobei wir f(z) 1= 5 i% setzen. Da f(z) auf B;(2¢) holomorph ist, liefert die Cauchysche
Integralformel
1 f(2) . N
/722+4dz 7z—zz‘dz mi-f2) =5

Bemerkung 4.46. Betrachte f(z) = 1 und B := B;(0) die offene Kreisscheibe um 0 mit
Radius 1. Insbesondere ist f also nicht tiberall im Inneren von B holomorph. Der Term
1 (w) 1 1

— dw=-— [ ——d
270 Jogpw — 2 YT o oB W(w — z) v

aus der Cauchyschen Integralformel ist beschriankt. Es gilt jedoch |f(z)| = |%| — oo fiir z — 0.
Die Gleichheit aus der Cauchyschen Integralformel kann hier also in der Regel nicht gelten.

Wir sehen somit, dass es notwendig ist anzunehmen, dass f im Inneren von B holomorph ist.

Folgerung 4.47 (Mittelwertsatz). Seien D C C offen, f : D — C holomorph und B := B,(z)
fir einr € Ryg und zg € D. Dann gilt

1 2

flz0) = 5 i f(z0 + rexp(it)) dt.

(Mit anderen Worten: Der Funktionswert im Mittelpunkt zy von B ist der Mittelwert der
Funktionswerte auf 0B.)

Beweis. Wir parametrisieren die Kreislinie 0B durch
v :[0,27] = D, t > zo + rexp(it).

Mit Satz|4.43|erhalten wir

_ 1 (w)
flzo) =5 S — dw

1
[ fw)
27 )y w — 20

[T g

2mi Jo  y(t) — 20
1 [ it
== f(zo & re>.<p(z ) irexp(it) dt
2mi Jo 20+ rexp(it) — 2o
1 27

= f(zo + rexp(it)) dt
27 0
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Satz 4.48 (Maximumsprinzip). Seien D C C offen und f : D — C holomorph. Sei zy € D
derart, dass |f| ein lokales Mazimum in zy hat (d.h. |f(z0)| > |f(2)| fir alle z in einer
Umgebung von zy in D). Dann ist f konstant in einer Umgebung von z.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein r € R+, so dass | f| auf der Umgebung B := B, (zp) C
D das lokale Maximum zo annimmt. Nach Folgerung 4.47 gilt fir alle 0 < s < r:

1 2 .
| f(0)] = 2*‘ / f(zo0 + sexp(it)) dt
T™Jo
@2 1 o
< — |f(z0 + sexp(it))| dt
2 Jo
(z0 lok. Max.) 1 2m
< 0 dt
27 o | f(20)]
= | f(20)l,
d.h. {iberall gilt die Gleichheit. Insbesondere gilt
1 2 1 o
27r/0 |f(z0 + sexp(it))| dt = Py ; | f(20)| dt

und somit wegen der Linearitdt des Integrals

2T
/o |f(20)| — | f(20 + sexp(it))| dt = 0.

Fiir den Integrand gilt aber, dass |f(z0)| — | f(z0 + sexp(it))| > 0, da 2o ein lokales Maximum
auf B ist. Hieraus kénnen wir

£ (20)| = 1f (20 + s exp(it))| = 0
folgern, da f und somit auch der Integrand stetig sind (siehe auch [Koe, Par. 11.3, Lemmal).
Also ist |f| konstant auf B. Es bleibt zu zeigen, dass auch f konstant auf B ist.

Wir schreiben f = u+ v mit u = Re(f), v =Im(f). Da |f| konstant ist, gibt es ein ¢ € R
mit

(19) If(2)]? = u(z,y)®> +v(z,y)?> =c firallez=x+iy€ B
Ist ¢ =0, so ist auch fijp = 0. Sei daher ¢ # 0. Auf B erhalten wir dann nach @)
a|f|? ~R.-Dgl.
0= ﬂ = 2uug, + 2vv, C-R ggl (©) 2uvy — 20Uy
ox
o|f|? ~R.-Dgl.
und 0 = g;' = 2uuy + 2vvy C-R-Del{9) —2uvy + 20Uy

Hieraus erhalten wir
(20) (“ ”>-<Uw>=0 und ( “”>.<“y>=o
vo—u Uy v U Uy
—_—
:;Al :ZAQ
Wegen det(A1) = —(u? +v?) = —c # 0, ist A; invertierbar und wir erhalten

(% x
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d.h. u, = v, = 0 auf B. Vollkommen analog kénnen wir mit As argumentieren, um wu, =
vy = 0 auf B zu erhalten. Also sind » und v konstant auf B und somit ist auch f = u 4+ v
konstant auf B. ]

Eine analoge Aussage gilt fiir das Minimum:

Satz 4.49 (Minimumsprinzip). Seien D C C offen und f : D — C holomorph. Sei zy € D
derart, dass |f| ein lokales Minimum in zy hat (d.h. |f(z0)] < |f(2)| fir alle z in einer
Umgebung von zog in D) und f(z0) ungleich 0 ist. Dann ist f konstant in einer Umgebung von
20-

Beweis. Wende das Maximumsprinzip auf % an. O

Bemerkung 4.50. Wir miissen f(zp) # 0 voraussetzen, da sonst jede holomorphe Funktion
in der Umgebung einer Nullstelle konstant sein miisste (was sicher nicht der Fall ist).

ENDE 7. VORLESUNG

Bemerkung 4.51. Aussagen, die wir hier nur fiir offene Kreisscheiben formuliert haben (wie
etwa die Cauchyschen Integralformeln) lassen sich auch allgemeiner fiir geschlossene Wege in
einfach zusammenhéngenden Gebieten formulieren. Die offene Kreisscheibe ist hier “nur” ein
Spezialfall eines einfach zusammenhéngenden Gebietes.

Folgerung 4.52. Seien D C C offen, f : D — C holomorph und sei B := B;(z0) fiir ein
r € Ry und 29 € D derart, dass B C D. Dann ist f unendlich oft komplex differenzierbar in
D und fiir jedes z € B gilt

|

27 Jop (w —2)" !

wobei wir OB als den positiv orientierten Weg auf dem Rand der Kreisscheibe auffassen und
mit £ die n-te kompleze Ableitung bezeichnen.

Beweis. Durch Induktion iiber n. Der Fall n = 0 ist durch die Cauchysche Integralformel
gegeben. Sei daher n > 1 beliebig. Nach LV. existiert f("~1). Wir betrachten den
Differenzenquotienten:

(21)

FO V(4 h) — oY) vy (n—-1)! 1 1 1
h ~ om 'h/an(w)< )dw

Allgemein gilt

(22) "=yt = (2 —y)@" 2" Py 2y Y
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1
w—2z

2

Mit z = m und y = erhalten wir
1 1

(w—=(z+h)"  (w—z)"

—
N
~—

n—2

y_'_”__i_l_yan_i_yn 1)

(z—y) (="t +x

N U(}w__z (_z :—wh;)ijut?)) (@ " Py a4y )

1 _ _ _ _
"t o E e )
~~ ——2"_—— fiir h—0

P T |
Hi(wEZ)Q fiir h—0 (w=2)"

Aus (21) erhalten wir also fiir A — 0:
fD(z 4+ h) — fD(2) NG 1 n

h o h Jyp (w) (w—2)2 (w—z)"1 dw

[ Jw)
i oy T T

Folgerung 4.53 (Satz von Goursat). Holomorphe Funktionen sind beliebig oft komplex dif-
ferenzierbar.

0
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5. POTENZREIHEN

Wir wollen in diesem Kapitel sehen, dass holomorphe Funktionen ananlytisch sind, d.h. sie
konnen lokal in eine Potenzreihe entwickelt werden.

5.1. Konvergenzradius.

Definition 5.1. Eine Potenzreihe um zy € C ist ein Ausdruck der Form
o
F(2) =) an(z = 2)"
n=0

wobei a,, € C fiir alle n > 0. Der Konvergenzradius einer solchen Potenzreihe ist definiert als
r:=sup{|z — 20| | f konvergiert in zp} € R>o U {o0}.

Aus dem Majorantenkriterium kénnen wir folgern, dass f(z) fir alle z € C mit

e |z — 29| < r absolut konvergiert,
o |z — zp| > r divergiert.
Fiir den Kreisrand |z — zg| = r kénnen wir keine solche Aussage machen (betrachte z.B. die
geometrische Reihe >~ ; 2™). Die Reihe kann dann sowohl konvergieren als auch divergieren.
Wir nennen B, (z) den Konvergenzkreis der Potenzreihe.
Als direkte Konsequenz aus dem Quotientenkriterium 2.11]erhalten wir:

Proposition 5.2. Sei f(z) = Y 07 an(z — 20)" eine Potenzreihe um zy € C. Dann hat f

den Konvergenzradius
Qn

r= lim
n—oo

An+1
falls dieser im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne existiert (d.h. in R>oU{oo} liegt). Wie
1liahe Lo 1.
iblich: 0= 0, > = 0.

Exisitiert der Grenzwert in der vorherigen Proposition nicht, so erhalten wir keine Aussage
iiber den Konvergenzradius.

Beispiel 5.3. exp(z) => 7, zn—T: hat den Konvergenzradius oo.

Definition. Eine Potenzreihe f(z) heiflt gleichmaRig konvergent, wenn ihre Folge der Partial-
summen gleichméfig gegen f(z) konvergiert

Bemerkung 5.4. Ist f(z) =Y ° an(z — 20)" eine Potenzreihe um zp € C mit Konvergen-
zradius 7, so konvergiert f(z) gleichméRig auf B,(z) fiir alle v’ < r.

Beweis. Die Potenzreihe f(z) ist absolut konvergent auf B,/(zp) nach [GdM, Lemma 4.56].
Zu e > 0 wihle N € Nmit Y > v |an(z —20)"| < e. Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung
fiir absolut konvergente Reihen liefert fiir all m > N:

)f(z) - Zan(z— Zo)n‘ < Z lan(z — 20)"| < e.
n=0 n=N
g

Wir wollen nun zeigen, dass Potenzreihen auf ihrem Konvergenzkreis holomorph sind.
Wir starten mit folgendem...
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Lemma 5.5. Die Potenzreihen f(z) = 350 jan(2z — 20)™ und g(2) = Yo% nay(z — 20)"
haben denselben Konvergenzradius.

Beweis. Sei r der Konvergenzradius von f und 2’ € C mit |2/ — z| < . Wir nehmen 2’ # z
an und sei z € C beliebig mit |z — 2| < |2" — 2¢|. Es ist

0
2 <D Inan(z = 20)" |
n=1
(2 = 2z0)" '] 1

Z i R e S G RR CE ]

n=1

Wegen |2 — zo| < r ist |an (2" — 20)"| durch ein M € R beschriankt. Mit

z—Z
q:=| 0 ‘ <1
=20
erhalten wir
M < M &
l9(2)] < man" b= mZ(”"‘ 1)q".
n=1 n=0

Wegen ¢ < 1 konvergiert die Reihe Y 07 (n + 1)¢" nach dem Quotientenkriterium. Der
Konvergenzradius von g ist also durch den von f beschrinkt. Analog zeigt man dies mit f
und g in vertauschten Rollen. O

Proposition 5.6. Seien D C C offen, (fn)nen eine Folge holomorpher Funktionen auf D, die
punkweise gegen die Funktion f: D — C kovergieren. Weiter seien die Ableitungen f], stetig
auf D und die Folge (f])nen auf D gleichmafig konvergent. Dann ist f holomorph auf D und

/= lim f!.

n—o0

Man beachte, dass die hier beschriebene Vertauschbarkeit von Limes und Ableitung nicht
direkt aus der reellen Analysis gefolgert werden kann. Grund ist der durch die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen beschriebene Unterschied zwischen reeller und kom-
plexer Differenzierbarkeit.

Beweis. Sei z = x + iy € C. Setze f = u + v und f, = up + v, mit u = Re f, v = Im f,
u, = Re f,, und v, = Im f,,. Da v und u,, reelle Funktionen sind, gilt

Ou,  Ou
2 lim — = —
( 3) nlg; or  Or

nach |GdM, Satz 7.8]. Nach Vorraussetzung konvergiert (a“")n auf D gleichméfig, d.h. die
Grenzfunktlon “ ist stetig auf D (siehe auch [GdM, Kapitel 7.2]). Analog gilt dies fiir %Z’ %

und g—y Somit 1st f = u + iv reell differenzierbar. Die partiellen Ableitungen %L;, %Ly", %L;

und %ﬂ eriillen die Cauchy-Riemanschen Differentialgleichungen (@), da f, holomorph ist.
Aus (23) und den analogen Aussagen fiir die anderen partiellen Ableitungen folgt, dass auch
gz, gZ’ 52 und % die Cauchy-Riemanschen Differentialgleichungen erfiillen.

Nach Satz|3.12/ist f holomorph auf D und

f'=—+—+i—= lim
x
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Folgerung 5.7. Jede Potenzreihe f(z) = > 7 an(z — 20)" ist auf ihrem Konvergenzkreis
holomorph mit Ableitung f'(z) =Y oo nan(z — z0)" 1.

Beweis. nach Lemma @ haben f(z) und g(z) := > o0 ; nay(z — 29)" ! den gleichen Kon-
vergenzradius 7. Beide Reihen konvergieren gleichméfig auf B,.(z) fiir alle 7/ < r nach
Bemerkung 5.4.

Wenden wir Proposition 5.6 auf die Partialsummen von f und g an, so erhalten wir die
Behauptung fiir B,(29). Mit ’ — r folgt die Aussage fiir alle z € C mit |z — zg| < r. O

5.2. Taylorreihen. Wir haben gesehen, dass Potenzreihen auf ihrem Konvergenzkreis holo-
morph sind. Jetzt wollen wir sehen, dass holomorphe Funktionen analytisch sind, d.h. lokal
in einen Potenzreihe entwickelbar. Diese Aussage ist in der reellen Analysis falsch. Selbst
unendlich oft differenzierbare Funktionen sind dort nicht notwendigerweise analytisch.

Folgerung 5.8 (Taylorformel fiir Potenzreihen). Sei f(z) = > .2 an(z — z0)" eine Poten-
zreihe mit Konvergenzradius r > 0. Dann ist f auf ihrem Konvergenzkreis By(zo) beliebig oft
komplex differenzierbar

Die komplexen Ableitungen f kénnen gliedweise berechnet werden und es ist

1'f(n)(ZO)

ap = —
n

Insbesondere gilt fir alle z € B,(z9) die Taylorformel

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen aus Folgerung 5.7 und dem Satz von Goursat 4.53.
Gliedweises Differenzieren liefert

FM(z) = ZE- (0—1)---(f —n+a)ag(z — z)".
l=n

Fiir z = zy erhalten wir f(")(zo) =nl-ay,, dh. a, = %f(”)(zo). O

Satz 5.9 (Entwicklungssatz fiir holomorphe Funktionen). Seien D C C offen und f : D — C
holomorph. Sei zg € D und sei B := B,.(29) C D fiir ein v € Rsq derart, dass B C D. Dann
lasst sich f in B in eine Potenzreihe um zg mit Konvergenzradius mindestens r entwickeln.
Fiir alle z € B gilt:

o /" (20) n
OED PEA UIFRPA
n=0
Diese Reihe heif$t Taylorreihe. Weiter gilt

= Iy
27 Jop () (w — 20)7 1

fiir alle n > 0 und alle v’ <.

Beweis. Blatt 4, Aufgabe 3 und Folgerung |4.52. g
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Beispiel 5.10. Die (reelle) Reihe

1 1
1+a2 1-— (—x2) - Z(—l)”x%

n=0

hat um den Entwicklungspunkt z¢p = 0 den Konvergenzradius 1. Fiir |z| < 1 stellt sie also die
reelle Funktion f(z) = H% dar. Diese Funktion ist {iberall stetig, unendlich oft differenzierbar
und auf ganz R definiert. Warum konvergiert sie trotzdem nur fiir x € R mit |z| < 17

Dazu gucken wir uns die entsprechende komplexe Funktion

1
an. Diese ist auf D holomorph. Die Taylorreihe um dem Entwicklungspunkt zg = 0 hat den
Konvergenzradius 1. Die Taylorreihe um dem Entwicklungspunkt zg = 1 bzw. 2y = —1 hat

den Konvergenzradius v/2. In allen drei Féllen gibt der Konvergenzradius genau den Abstand
zur nichsten Singularitit ¢ bzw. —i an. Im Komplexen ist der kleine Konvergenzradius daher
direkt ersichtlich. Im Reellen hingegen sieht man die komplexen Singularititen hingegen
natiirlich nicht.

ENDE 8. VORLESUNG

Definition 5.11. Seien D C C ein Gebiet und f : D — C holomorph. Ein Punkt z € 0D
heifst Singularitdt von f, wenn f nicht holomorph nach z fortgesetzt werden kann.

Folgerung 5.12. Jede Potenzreihe hat eine Singularitit auf dem Rand ihres Konvergen-
zkreises.

Beweis. Sei B = B,(zp) der Konvergenzkreis der Potenzreihe f(z). Angenommen f kann
auf OB holomorph fortgesetzt werden. Dann ist f auch holomorph auf B,i¢(zp) mit € > 0.
Nach Folgerung @ ist f auf B,1.(20) als Potenzreihe darstellbar mit Konvergenzradius > r;
Widerspruch. O

5.3. Charakterisierung der Holomorphie.

Satz 5.13 (Satz von Morera). Sei D C C ein Gebiet und f : D — C stetig mit

/Vf(z) dz=0

fiir jeden geschlossenen Weg v in D. Dann ist f holomorph.

Beweis. Entsprechend des Beweises von Satz|4.24 konnen wir eine holomorphe Stammfunktion
F von f auf D konstruieren. Nach dem Satz von Goursat |4.53 ist diese insbesondere zweimal
komplex differenzierbar. O

Satz 5.14 (Der grofe Riickblick). Seien D C C offen und f : D — C stetig. Dann sind
dquivalent:

(a) f ist holomorph.

(b) f ist reell differenzierbar und erfillt die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen.

(c) f ist unendlich oft komplex differenzierbar.

(d) f ist analytisch.

(e) [ besitzt lokal eine Stammfunktion.
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(f) f7 f(2) dz =0 fiir jeden in D nullhomotopen Weg ~y.
(9) Es gilt die Cauchysche Integralformel.

Beweis.
e (a) < (b) gilt nach Satz 3.12.
o (d) = (c) gilt nach Folgerung 5.7, (c) = (a) ist trivial, (a) = (d) gilt nach Satz 5.9.
e (a) = (e) gilt nach Folgerung 4.41, (e) = (a) gilt nach Goursat 4.53.
e (a) = (f) gilt nach Folgerung 4.34 (b), (f) = (e) gilt nach 4.40 (b) und 4.24, da

jeder Punkt in D eine wegzusammenhéngende, einfach zusammenhéngende Umgebung
besitzt.

e (a) = (g) ist die Cauchysche Integralformel, (g) = (a) ist der Entwicklungssatz 5.9
und sein Beweis.

O

5.4. Satz von Liouville.

Lemma 5.15. Seien D C C offen, f : D — C holomorph und zy € D mit m C D fiir ein
r € Ryg. Dann gilt fiir alle n € N:
n n!
£ (o) < - max |f(2)]

|z—20|=r

Beweis.

(n) (452) / f(w)
7o)l ‘27” 0B, (z0) (W — 20)" 1 dw

@) n! |f(w)]
-27r - max ——————
27T |lw—2zo|=r |’U) — Zo‘nJrl
n!

= T max [f(w).

™ w—z|=r

Satz 5.16 (Satz von Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Sei f : C — C beschrinkt und ganz. Nach dem Entwicklungssatz[5.9 kénnen wir f
auf ganz C um einen Entwicklungspunkt zg darstellen als Potenzreihe

fey =3 F ey
n=0 ’

Da f beschrénkt ist, gibt es ein M € R mit |f(z)] < M fir alle z € C. Nach Lemma 5.15 ist
dann

7™ (2)| < — - M Vn eN, Vr > 0.

Mit 7 — oo erhalten wir f(™(z) = 0 fur alle n € N. Somit ist f(z) = f(©(2) = f(z0) fiir
alle z € C, d.h. f ist konstant. O

Proposition 5.17. Seien D C C ein Gebiet und f : D — C holomorph. Ist f((z) =0 fiir
alle n > 0 und ein zg € D, so ist f = 0.



44 P. WEGENER

Beweis. Sei z; € D beliebig. Wir wollen f(z1) = 0 zeigen. Da D ein Gebiet ist, gibt es einen
Weg 7 :[0,1] — D von zp nach z;. Betrachte die Menge

N = {te [0,1]] f™(35(1) =0 ¥n >0} € [0,1]
Wegen v(0) = 2o, ist 0 € N, d.h. N ist nicht leer. Wir kénenn N schreiben als

N = Npso(f™ o )71 ({0}).

Da {0} abgeschlossen ist und f (") o  stetig, ist N als Schnitt abgeschlossener Mengen selber
abgeschlossen. Insbesondere existiert daher ¢y := max(N) € N.
e Ist tg =1, so gilt
0= f™(y(1)) = f™(z1) ¥n > 0,

d.h. insbesondere f(z1) = 0.

o Ist tp < 1, so entwicklen wir f in eine Potenzreihe in einer Umgebung B, (v(tp)). Nach
dem Entwicklungssatz 5.9 verschwindet f auf dieser Umgebung. Insbesondere gibt es
ein t1 € N mit t; > ty. Ein Widerspruch zur Maximalitat von tg, d.h. der Fall {5 < 1
kann nicht eintreten und wir sind fertig.

O

Satz 5.18 (Identitétssatz). Seien D C C ein Gebiet und f,g : D — C holomorphe Funktionen.
Dann sind dquivalent:

(a) =y
(b) Es gibt ein zo € D mit f) () = g™ (20) fiir alle n > 0.

Beweis. Die Richtung (a) = (b) ist klar. Fiir die andere Richtung wende Proposition|5.17 auf
die Funktion h := f — g an. O

Direkt aus Proposition 5.17 kénnen wir auch eine Verschérfung des Maximumsprinzips
folgern:

Folgerung 5.19 (Verschirftes Maximumsprinzip). Seien D C C ein Gebiet, f : D — C
holomorph und zy € D derart, dass |f| ein lokales Maximum in zo hat. Dann ist f konstant
auf ganz D.

5.5. Gebietstreue. Wir wollen eine Charakterisierung der topologischen Eigenschaften einer
holomorphen Funktion geben.

Satz 5.20 (Gebietstreue). Seien D C C ein Gebiet und f : D — C eine nicht-konstante
holomorphe Funktion. Dann ist f(D) C C ein Gebiet.

Fiir den Beweis benétigen wir die zwei folgenden Lemmata.

Lemma 5.21. Sei f(z) = Y 7 jan(z — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0.
Dann gilt: Entweder sind alle a,, = 0 oder es gibt 0 < 7/ < r mit f(z) # 0 fiir alle z €

By(z0) \ {20}
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Beweis. Nach Voraussetzung ist m := min{n | a, # 0} < oco. Wir schreiben

f(2) =(z = 20)"g(2),
wobei g(z) := Z ntm(z — 20)".
n=0

Die Potenzreihe g(z) hat denselben Konvergenzradius r und g¢(z) ist stetig in B,(zp) mit
9(z0) = am # 0. Also gibt es 0 < 7/ < r mit g(z) # 0 fur alle z € B,v(z0). D.h. f(z) # 0 fur
alle 2 € By(20) \ {20} O

Lemma 5.22. Es sei D C C offen und beschrénkt und f : D — C stetig sowie holomorph
auf D. Dann wird das absolute Minimum von |f| auf D auf dem Rand von D angenommen,
sofern es ungleich 0 ist.

Beweis. Nach dem Satz von Heine-Borel (siehe [GAM, Satz 16.44| und beachte, dass wir (C, |-|)
als metrischen Raum mit (R2, | - |) identifizieren kénnen) ist D kompakt und daher existiert
das absolute Minimum von |f| auf D.
Sei nun

M :=min{|f(2)| | z € D},

K :={zeD||f(z)| = M}.
Wegen K = |f|~}({M}) ist K abgeschlossen. Sei z € 9K C K beliebig. Angenommen es gilt
K C D. Dann ist z € D und |f| nimmt zwar im Punkt z das Minimum an, nicht aber in einer

ganzen Umgebung von z. Dies ist ein Widerspruch zum Minimumsprinzip 4.49. D.h. K € D
und somit wird das Minimum von |f| auch auf dem Rand von D angenommen. O

Beweis von Satz|5.20. Stetige Bilder von stetigen Wegen sind wieder stetige Wege, d.h.
f(D) ist wegzusammenhéngend. Es bleibt zu zeigen, dass f(D) offen ist. Sei zg € D beliebig.
Wir haben zu zeigen, dass es ein m > 0 gibt mit B,,,(f(z0)) C f(D). Wir nehmen f(zp) =0
an (sonst ersetzen wir f durch f — f(z9)). Da f analytisch ist, konnen wir dies lokal in eine
Potenzreihe entwickeln und Lemma@anwenden. Da f nicht-konstant ist (d.h. insbesondere
nicht alle Koeffizienten der Potenzreihe gleich 0 sein konnen), gibt es ein ' > 0 so dass fiir
B := Br’(ZO) gﬂt:

(24) 0¢ f(B\{z})

Insbesondere gilt B C D. Da 9B kompakt ist, exisitert das Minimum von |f| auf 9B:

)
(25) 0 @ ZHG%%U(Z)' =:2m

Sei w € By, (0) = By, (f(20)) beliebig. Wir wollen B,,,(0) C f(D) zeigen, d.h. w € f(D). Wir

suchen also ein z; € D mit f(z1) = w. Aquivalent kénnen wir zeigen, dass die Funktion
g:D—=Cizw f(z) —w

eine Nullstelle z; € D besitzt. Fiir alle z € 0B gilt

(26) 9(2)[ = [f(2) —wl = |[f(2)] = |w| >m.
>2m ?:7.:

Andererseits gilt
(27) 9(20) = |f(20) —w| =10 —w| = |w|] <m.
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D.h. |g(z0)| < |g(2)| fur alle z € 0B. Nach Lemma 5.22 ist dies nur moglich, wenn g eine
Nullstelle z; auf B besitzt. Also f(z1) = w € f(B) C f(D). O

ENDE 9. VORLESUNG

6. RESIDUENTHEORIE

6.1. Laurent-Reihen. Nach dem Entwicklungssatz kénnen wir holomorphe Funktionen lokal
(d.h. auf offenen Kreisscheiben) in eine Potenzreihe entwickeln.

In diesem Kapitel entwickeln wir holomorphe Funktionen in sogenannte Laurent-Reihen.
Dabei diirfen die Entwicklungspunkte sogar aufterhalb des Definitionsbereiches liegen. Dies
soll uns am Ende zur Residuentheorie fiihren mit der wir diese Vorlesung abschliessen.

Definition 6.1. Eine Laurent-Reihe um den Entwicklungspunkt zg € C ist eine formale Summe
zweier komplexer Reihen

00 -1

f(z) = Z an(z — 20)" = Z an(z—zo)"—i—Zan(z—zo)".

n=-—00 n=-—00 n=0

=:f7(2) =f*(2)

Hierbei heift f~(z) der Hauptteil und f*(z) der Nebenteil der Laurent-Reihe.

Wir schreiben f~(z) = >°0° ; a_,(z — 29) ™" als Potenzreihe mit Konvergenzradius X (r €
R>o U {c0}).
Sei R der Konvergenzradius von f*(z). Dann haben wir:

e f1(z) konvergiert fiir |z — 29| < R absolut und divergiert fiir |z — 29| > R.

e [~ (2) konvergiert fiir |z — 29| > r (dquivalent |ZEZO‘ < 1) absolut und divergiert fiir

|z — 20| < 7.

Definition 6.2. Mit obiger Notation. Fiir die Laurent-Reihe

heiflt der Kreisring
By r(20) :={2€C|r<|z—2]| < R}

der Konvergenzring von f. (Fir R <7 ist B, r(20) = @.)
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absolute Konvergenz

ABBILDUNG 9. Konvergenzring.

Aus Bemerkung 5.4 folgt:

Bemerkung 6.3. Die Laurent-Reihe f(z) konvergiert gleichméssig auf jedem abgeschlossenen
Kreisring um zg der ganz in B, r(2o) enthalten ist.

Beispiel 6.4.

(a) Ist r =0 (dh. 1 =o0) und R > 0, so konvergiert f(z) auf der punktierten Kreisscheibe

Bo,r(20).
(b) Betrachte

(o) 1 o)
f(z) = Z . Z
n=-—1 ~~
O

Dann ist » = 0 und R =1, d.h. f konvergiert auf
Bp1(0)={2z€C|0<|z| <1}

absolut. Dort ergibt sie die holomorphe Funktion
1 1 1

(c) Betrachte

Dann ist r = 1 und R = oo, d.h. f konvergiert auf
B1(0) ={2z€C||z| > 1}
absolut. Dort ergibt sie ebenfalls die holomorphe Funktion

f(z)z-i(i)n:;zl:oo (1):_21 1i; N z(ll—z>'

n=2

Wir erhalten also dieselbe Funktion auf disjunkten Kreisringen.
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Analog zu Folgerung erhélt man, dass eine Laurent-Reihe auf ihrem Konvergenzring
holomorph ist (dies gilt nach Proposition m, da sie die Summe zweier Grenzfunktionen
holomorpher Funktionenfolgen ist). Wie fiir Potenzreihen erhélt man die Ableitung durch
gliedweises Differenzieren.

Ebenso gilt analog zum Entwicklungssatz [5.9 fiir Taylor-Reihen auch fiir Laurent-Reihen
die Umkehrung:

Satz 6.5. Sei D C C offen und f : D — C holomorph. Seien zg € C und 0 < r < R reelle
Zahlen mit By r(z0) € D. Dann lisst sich f eindeutig in eine Laurent-Reihe

f(2)= 3 an(z—2)"

n=—0oo

entwickeln, deren Koeffizienten a,, gegeben sind durch

REERY S CH
211 Jap, (=) (2 — 20)"

fiir ein beliebiges p € (r, R).

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz: Sei z € B, g(z0) beliebig. Nach der Cauchyschen
Integralformel 4.43 gilt

_ 1 f(w)
flz) = 2mi 0B ,(z) W — 2 de

fiir ein p' € (0,R —r) mit By(z) C By r(20). Wir nutzen die Homotopieinvarianz m des
Wegintegrals: Wir ersetzen 0B,y (z) durch einen Weg 7 der durch zwei verbundene Kreislinien
~1 (in negativer Orientierung) und 7, (in positiver Orientierung) mit Radien r < r; < |z—z¢| <
ro < R gegeben ist (insbesondere liegt also der Punkt z zwischen den Kreislinien v; und ~2).
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Wir erhalten nach

- g 22
i
1 [ f(w) 1 [ f(w)
—zm/w_zd“’ 27m'/72w—zdw
1

(Man beachte, dass sich das vertikale Verbindungsstiick zwischen den Wegen 7 und 7, im
Wegintegral weghebt.) Fiir s erhalten wir (die Details wurden in Aufgabe 3 von Blatt 4
behandelt):

2m[y u{? zo
ol

0
B nz—o <27” (W — zo)n+1 dw) (z — 20)".
& 1 f(w) N
- nz:;J (27TZ /33p - Zo)nJrl d ) ( 0) )

wobei die letzte Gleichung wegen der Homotopieinvarianz des Wegintegrals fiir jedes p € (r, R)
gilt.

Fiir s~ wollen wir analog argumentieren. Nach Wahl von ry gilt r < 71 < |z — zp| und somit
gilt fiir w € 9By, (20), dass [w — zo| = 1, also insgesamt [T=22| < 1. Weiter gilt
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Somit erhalten wir fiir s™:

57 = —1/ J(w) dw

21 Slw— 2z
1
211 lE—w
L dw
2714 N1 2= 20 1—2’_;58
1 - —2\"
_ 1 (w)z<w z0> dw
211 A Ml SN
-1 n+1
1 _
o MY (22) w
2 Jy-tz— 20 4 w — 20
1 n=—oo

-1 1 f(w) )
) Zoo (27” /f?Bp<zo) (w — 2)"*+! dw) (z = 20)",

n=—

wobei die letzte Gleichung wieder wegen der Homotopieinvarianz des Wegintegrals fiir jedes
p € (r, R) gilt.

Nun zur Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung: Wir betrachten dazu eine weitere En-
twicklung

und ein p € (r, R). Dann gilt

1 : -
L / e g, @ Loy, / (2 — 20) " d2
27 Jop, (z) (2 — 20)" 2mi  —  JoB,(z0)

(wi=z—29) 1 > / {—n—1
— — ay w dZ
211 , Z dB, (0)

=—00

27t wenn ¥ —n—1= -1

4A16){O wenn { —n —1# —1

ENDE 10. VORLESUNG

Bemerkung 6.6. Ist f holomorph auf Br(zp), so gilt in der Laurent-Entwicklung von f,
dass a, = 0 fiir alle n < —1. Insbesondere stimmen also die Laurent-Entwicklung und die
Taylor-Entwicklung aus 5.9 hier iiberein.
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Beispiel 6.7. In Beispiel 6.4 haben wir gesehen, dass
1
z(1—2)
zwei verschiedene Laurent-Entwicklungen um 2y = 0 mit disjunkten Konvergenzringen besitzt.

Mit Hilfe von Satz 6.5 konnen wir diese nun konstruieren. Fiir die Entwicklung auf der
punktierten Kreisscheibe By 1(0) integrieren wir entlang des Weges 0B1(0):
2
1 1

28 n == —d
(28) “ 21 Jo, (o) (1 — 2)2" T2 :
2

f:C\{0,1} = C, z+—

Ist n < —2, so ist der Integrand in (28) auf B1(0) holomorph (fiir n > —1 jedoch nicht). Der
2
Cauchysche Integralsatz|4.25 und Beispiel [4.31|liefern a,, = 0 fiir n < —2.
Fiir n > —1 betrachte g(z) = --. Dann ist

n!
(29) 9" (2) = A=z

Nach der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen |4.52 ist

(n+1) gy — (D! / 1
g (0) o 98,0 (1— z)znt2 dz.

(n+1)
IO @) > 1,
(n+1)!

Also erhalten wir
an =

Somit ergibt sich wie erwartet

&= _ 3

n=-—1

Analog verlduft die Herleitung fiir den Konvergenzring By +(0).

6.2. Isolierte Singularititen.

Definition 6.8. Seien D C C offen, zp € D und f: D \ {z0} — C holomorph. Der Punkt z
heifst isolierte Singularitdt von f. Weiter heiftt diese hebbar, wenn f die Einschréankung einer
auf D holomorphen Funktion ist (d.h. es gibt g : D — C holomorph, so dass gp\(z} = f)-

Ist nun f: D\ {2} — C holomorph, so gibt es ein R > 0 mit By r(20) € D\ {20}. Nach
Satz 6.5 gibt es eine eindeutige Laurent-Entwicklung um die isolierte Singularitit zo:

o0

f(z) = Z an(z — 29)"

n=—oo

Definition 6.9. Die Ordnung von f an zj ist definiert als

400 wenn a, = 0Vn € Z
ord,, (f) := ¢ min{n € Z | a, # 0} wenn dieses existiert
—00 sonst

Bemerkung 6.10.
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(a) Insbesondere gilt: ord,,(f) = 400 < f = 0 auf einer punktierten Umgebung von zy.
(Wir nehmen daher bis auf weiteres an, dass ord,,(f) # +00.)

(b) zp ist hebbar < f ist holomorph auf D < f ist um zy als Potenzreihe entwickelbar <
ord,,(f) > 0.

Proposition 6.11. Seien D C C offen, zo0 € D und f : D\ {z0} — C holomorph. Ist
ord,, (f) # £00, so ist ord,,(f) € Z die eindeutig bestimmte Zahl m € Z mit

f(z) = (2 = 20)"g(2) auf D\ {20}
fiir eine holomorphe Funktion g : D — C mit g(z) # 0.

Beweis. Sei m = ord,,(f). Die Laurent-Entwicklung auf By r(zo) liefert

f(z) - (Z - ZO)m Zan—i-m(z - ZO)n7
n=0

denn m = min{n € Z | a, # 0}. Insbesondere ist a,, # 0. Definiere

Yoo @ntm(z — 20)"  wenn z € Bp(z0)
g:D—-C,z—
f(z)
(z—z0)™
Wegen g(zp) = am # 0, ist g die gesuchte Funktion.
Sei nun umgekehrt g : D — C holomorph mit g(zp) # 0 und es sei f(z) = (2 — 29)"¢g(z) fiir
alle z € D\ {z0}. Entwickel g in eine Potenzreihe

9(z) = D bulz = 20)"
n=0

sonst

um zg. Dann ist
o

f(2)=(z=20)"g(2) = D bum(z = 20)"

die Laurent-Entwicklung von f um zy auf B r(20). Es ist ord.(f) = m, da by—m = by =
9(20) # 0. O

Die vorangegangene Proposition motiviert folgende Begrifflichkeiten:

Definition 6.12. Sei z eine isolierte Singularitat von f und m := ord,,(f).

e 2o heifst Nullstelle von f der Ordnung m, wenn m € Z~;
e 2o heilst Polstelle von f der Ordnung —m, wenn m € Zg;
e 2o heifst wesentliche Singularitat von f, wenn m = —co.

Beispiel 6.13.
(a) Die Funktion f(z) = 1 hat eine isolierte Singularitit an zo = 0. Diese ist nicht hebbar,

da lim |f(2)| = oo und f in O nicht einmal stetig fortsetzbar ist. Nach Satz W gilt
2—20

fiir die Koeffizienten in der Laurent-Entwicklung von f, dass

1 1 q
an = — — dz
" 21 9B, (0) Zn+2
Nach Beispiel 4.16 ist a,, # 0 genau dann, wenn n = —1. Insbesondere ist also

ordg(f) = —1, so dass 0 eine Polstelle von f der Ordnung 1 ist.
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(b) Die Funktion f(z) = Z% +1 = 272(1+2) hat ebenfalls die isolierte Singularitét zo = 0.
Die Funktion g(z) = (1+ z) ist ganz und es gilt g(z9) = g(0) # 0. Wegen zféi)l = lefs
kénnen wir dem Satz @ schnell entnehmen, dass ordg(f) # fo0o. Nach Proposition
6.11 ist ordo(f) = —2 und z¢ eine Polstelle der Ordnung 2.

(c) Die Funktion f(z) = exp (1) hat eine isolierte Singularitiit in 29 = 0. Wegen

1 =1 1 <1,
exp<z> :Zn!'z”:;n!'z

n=0 =0

z
z

sind die Koeffizienten a, fiir n < 0 in der Laurent-Entwicklung von f alle ungleich
0. Daher ist ord,,(f) = —oo, d.h. z ist wesentlich und somit nach Bemerkung 6.10
insbesondere nicht hebbar.

(d) Die Funktion f(z) = % hat eine isolierte Singularitét in 29 = 0. Es ist

0 22n+1
R R
sin(z) ;)( a1
und daher ist
sin(z) > N R T A A
e B S AR R Rk

n=0
Dabher ist ord,,(f) = —1 und zp = 0 ist Polstelle der Ordnung 1.
(e) Wir betrachten f(z) = ﬁ und die isolierte Singularitdt zo = 1. Nach Satz a gilt
flir die Koeflizienten der Laurent-Entwicklung:

1 / 1 J
Qa = — - -~ z.
"o oB,(1) 2(2 — 1)n+2
Fiir n < —2 ist der Integrand holomorph auf B,(1) und daher ist a,, = 0 fiir n < -2
nach dem Cauchyschen Integralsatz. Wegen
1 1 1
J(z) = z(z—1) ——;4—271

ist a_1 # 0 und zg = 1 ist eine Polstelle.

Satz 6.14 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Seien D C C offen, zo € D und f : D\{20} — C
holomorph. Ist f auf einer punktierten Umgebung By r(zo) beschrinkt, so ist die isolierte
Singularitdt zo hebbar.

Beweis. Sei f(z) =Y .02 an(z — 29)™ die Lauerent-Entwicklung von f um zo auf By r(z0).

n=—oo

Nach Voraussetung gibt es ein M > 0 mit

|f(2)] <M Vz € By r(20)-

Nach Satz 6.5 gilt fiir die Koeffizienten a,, der Laurent-Entwicklung:

1 f(2)
jan| = )/ ﬁdz
270 JoB,(z) (2 — 20)
130) 1 M M
< — . 27r- =

- 27 rntl o pn
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fir jedes n € Z und alle r € (0, R). Mit r — 0 erhalten wir a, = 0 fiir alle n < 0. Nach
Bemerkung|6.10 (b) ist zp hebbar O

Satz 6.15 (Casorati-Weierstrak). Seien D C C offen, zo € D und f : D\{z0} — C holomorph.
Dann sind dquivalent:

(a) zo ist eine wesentliche Singularitit;
(b) fiir jede Umgebung U von zo mit U C D ist f(U \ {z0}) dicht in C.

Proof. “(a) = (b)” Angenommen f(U \ {zo}) ist nicht dicht in C. Dann existieren w € C und
r >0 mit B,.(w)N f(U\ {z0}) =2, d.h.

|f(z) —w| >rVzeU\{z}.

Somit ist die Funktion

1
g:U\{2}—=C, z— o —w
wohldefiniert und durch % nach oben beschrankt. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz
m lasst sich g auf ganz U holomorph fortsetzen. Daher hat f(z) = w + ﬁ entweder eine
hebbare Singularitét in zo (falls g(z9) # 0) oder eine Polstelle (falls g(z9) = 0) der Ordnung
ord,,(g). Ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass zy wesentlich ist.
“(b) = (a)” Angenommen zq ist nicht wesentlich. Dann ist zy entweder hebbar und es gilt

lim f(z) € C. Oder 2 ist eine Polstelle von f und lim f(z) = co. In beiden Féllen erhalten
2—20 Z—r20

wir, dass f(U \ {20}) fiir eine geniigend kleine Umgebung U nicht dicht in C ist.
Hier wollen wir noch einmal etwas genauer argumentieren. Ist zg hebbar, so exisitiert der
Grenzwert in C, d.h. le}ng f(z) = w € C. Zu gegebenem € > 0 finden wir also ein § > 0, so
0

dass z mit |z — 2| < 0 gilt: |f(z) — w| < e. Also betrachten wir die Umgebung U := Bs(zp).

Dann liegen aber alle Elemente aus f(U \ {z0}) in Be(w), d.h. sicher nicht dicht. Auf den

Fall, dass zp eine Polstelle und somit zh—>Hzl f(z) = oo gilt, gehen wir im folgenden Abschnitt
0

genauer ein. I

6.3. Mehr zu Polstellen. Der Hebbarkeitssatz sagt uns (beachte, dass hier nach Definition
einer hebbaren Singularitiit sogar die Aquivalenz der Aussage gilt), dass eine Singularitit zo
von f genau dann hebbar ist, wenn f auf einer punktierten Umgebung beschrénkt ist. Folglich
gilt dies nicht fiir Polstellen. Ist zg jedoch eine Polstelle der Ordnung m € N so ist zumindest
(z — 2z0)™f(z) auf einer punktierten Umgebung von zy beschrinkt.

Proposition. Seien D C C offen, zg € D, f : D\ {20} — C holomorph und m € N. Dann
sind dquivalent:

(a) f hat in 2 eine Polstelle der Ordnung m;

(b) es gibt eine offene Umgebung U C D von zp und eine holomorphe Funktion A : U — C
mit h(z) # 0 fir z € U \ {2} und z Nullstelle der Ordnung m, so dass f =  in
U\ {20}

(c) auf einer punktierten Umgebung von zy gilt

1

My - 0 < [f(2)[ < My

|z — zo|™ |z — zo|™

mit positiven Konstanten M und Ms.



FUNKTIONENTHEORIE 55

Beweis. Dies ist im Wesentlichen |RS, Satz 10.1.2|, wobei wir die Funktion h aus Proposition

erhalten. ]

Obige Bemerkung sagt uns also, dass Polstellen grundsétzlich aus Nullstellen durch “Kehrwert-
Bildung” entstehen. Ist zy eine Polstelle von f der Ordnung m, so gibt es nach Proposition
6.11 eine holomorphe Funktion g : D — C mit g(zp) # 0 und

f(2) = (z = 20)""g(2).
Es gilt also
lim |f(2)| = oo.

Z—20
Wir schreiben hierfiir auch einfach lim f(2) = oo und sagen, dass f(z) fiir z — 2y gegen oo
0

konvergiert.
Weiter ist dann also

. . 1
Zlgglo f(z) =00 & Zl;rglo ol 0.

Daher folgt aus obiger Proposition:

Proposition. Seien D C C offen, zp € D und f : D\ {20} — C holomorph. Dann hat f
genau dann eine Polstelle in zp, wenn Zli_)rgl f(z) = 0.
0

6.4. Der Residuensatz. Wir wollen uns jetzt eine allgemeine Integralformel f7 f(z) dz fir
eine holomorphe Funktion f mit endlich vielen Singularitdten erarbeiten. Diese wird insbeson-
dere alle bisherigen Integralformeln (wie etwa die Cauchysche Integralformel) verallgemeinern.

Definition 6.16. Seien zp € C und ~ ein geschlossener Weg in C\{zp}. Dann heift

1 1
2mi

dz

ind,, () : p—
.

der Index oder die Umlaufzahl von v um zg.

Bemerkung 6.17. Die Homotopieinvarianz des Wegintegrals impliziert, dass zwei in C\{zo}
homotope geschlossene Wege dieselbe Umlaufzahl um 2y haben. Insbesondere hat ein in
C\{z0} nullhomotoper geschlossener Weg die Umlaufzahl 0 um zp.

Ubung 6.18. Es ist ind,, () € Z (siche Blatt 6, Aufgabe 3).

Beispiel 6.19. Seiy : [0,27] — C, t — c+rexp(it). Dann ist ind,, () = 1 fiir alle 29 € B,(c)
und ind,, () = 0 fir alle zp € C\B,(c).

Der néchste Satz rechtfertigt die Begrifflichkeiten in der vorherigen Definition. Ohne Ein-
schrinkung betrachten wir den Fall zg = 0.

Satz 6.20. Sei v : [a,b] — C\{0} ein geschlossener Weg, der die negative Halbachse Rq
genau (n+m)-mal kreuzt: n-mal positiv (von oben nach unten) und m-mal negativ (von unten
nach oben). Dann ist indy(y) =n —m € Z.
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Beweis. Wegen der Homotopieinvarianz des Wegintegrals kénnen wir v durch einen ho-
motopen Weg ersetzen. Die Abbildung

H 0] % [0,1] = C\{0}, (t,5) = s 29 4 (12 s)70)

()]
liefert, dass v und die Projektion von ~ auf die Einheitskreisline, d.h. « und der Weg
/ v(t)
v i la,bl = {ze€C||z| =1}t —» —=
()]

frei homotop sind. Insbesondere gilt also indy(y) = indp(v').
Seien nun a =: tg < t; < ... < t, < tp41 =: b derart, dass 7' in den +/(¢;)’s die negative
reelle Achse R kreuzt. Dann ist

1 1
indo(y) = 27?1/ ;dz
,y/

1 / 1 — /
“ai|f, terX
27 Viara] =

1
—dz + / -
¥ Viter

Sind die Kreuzungsrichtungen in +/(¢;) und /(¢;+1) entgegengesetzt, so ist 7" it

irtiti]
ti] homotop
zum trivialen Weg. Insbesondere ist |, oter) ldz=0.

Sind die Kreuzungsrichtungen in +/(¢;) und +/(¢;41) gleich, so ist F)/'/[ti,ti+1} homotop zur
einfachen Kreislinie (in positiver oder negativer Orientierung) um 0, d.h. f”l[t e 1 S dz = 27
nach Beispiel 4.16. Insgesamt bleiben also m — m positive oder m — n negative Umliufe um

0. Daher erhalten wir

indo () = %m_(jﬁm'(i(n —m)) =n—m.
O

Beispiel 6.21. Fiir den Weg in Abbildung |10 haben wir zwei negative und eine positive
Kreuzung mit R.g. Daher ist die Umlaufzahl dieses Weges —1.

A

N

J

.

ABBILDUNG 10. Umlaufzahl: indy(y) = 0
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Bemerkung 6.22. Der vorherige Satz ist allgemeiner auf einen beliebigen Punkt zy € C (und
nicht nur 0) anwendbar. In diesem Fall kann man einen beliebigen Strahl benutzen, solange
folgendes gegeben ist: Der Strahl geht von zg aus, er hat nur endlich viele Schnittpunkte mit
dem Weg und diese Schnittpunkte kreuzen den Strahl (und beriihren ihn nicht nur).

Bemerkung 6.23 (Ausblick: Topologie). In Bemerkungm gilt sogar die Umkehrung, d.h.:
Ein geschlossener Weg v in C\{zp} ist genau dann nullhomotop, wenn ind,,(y) = 0.

(In der Topologie zeigt man, dass die Fundamentalgruppe 71 (C \{2¢}) isomorph zu Z ist und
dieser Isomorphismus ist gerade durch ind,, gegeben.)

Sei

o0

f2)= D" an(z—2)"

n=-—o00
die Laurent-Entwicklung einer holomorphen Funktion f um die isolierte Singularitit zg auf
der punktierten Kreisscheibe By r(z0). Nach Beispiel 4.16|ist

L(zzo)"dz:o

fiir jeden geschlossenen Weg v um zp und alle n € Z\ {—1}. Daher ist in der Berechnung von

[yf(z) dz:/7 i an(z — 20)" dz

n=—odo
nur der Koeffizient a_; relevant.

Definition 6.24. Seien D C C offen, zp € D, f: D\ {2} — C holomorph und

o0

F&) =3 anlz -z

n=—0oo

die Laurent-Entwicklung von f um zy auf By r(29) C D fiir ein R > 0. Dann heift

res,, (f) == a_1
das Residuum von f um 2.
Beispiel 6.25. Ist die isolierte Singularitdt hebbar, d.h. f in 2y holomorph fortsetzbar, so ist
res,,(f) = 0. Die Umkehrung gilt nicht. Betrachte zum Beispiel f(z) = ﬁ
Lemma 6.26. Seien D C C offen, zgp € D und f,g: D \ {20} — C holomorph. Dann gilt:

(a) res;, (af + Bg) = ares,, (f) + Bresy,(g) fir alle o, 5 € C.
(b) Ist zp Polstelle der Ordnung hochstens m € Zsg (d.h. —m < ord,,(f)), so ist

res,, (f) = ! - lim (2 — 20)™ f(2)) V.

(m—1)! 2=z

Beweis. Wir lassen Teil (a) als Ubung.
Zu (b): Betrachte die Laurent-Entwicklung von f auf By r(z9) € D:

o0

f(z) = Z an(z — 20)".

n=—m
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Dann ist
(z—20)"f(2) = Z an(z — 20)" ™.
Also
((z—20)"f(2) ™Y =a_1(m—1)(m—=2)---1+agm(m—1)---2- (2 — z) +---
Der Limes z — 2g liefert die Behauptung. g

Lemma 6.27. Seien D C C offen, zy9 € D und f,g : D — C holomorph mit f(zg) # 0,
9(z0) = 0 und ¢'(2¢) # 0. Dann hat 5 eine einfache Polstelle in zy und es gilt

(1) = L2
g

g'(20)

Beweis. Wegen g(zg) = 0 ist

g (20) = lim 9(2) :

Z—=20 Z — 20
Also erhalten wir

lim (z — ZO)M = f(z0) #0
20 9(z)  ¢'(20)
Somit ist zy eine Polstelle erster Ordnung und nach Teil (b) von Lemma [6.26 ist
resz, (f) = f,(ZO)7
9/) 9 (20)
wie behauptet. O

Satz 6.28 (Residuensatz). Seien D C C offen und einfach zusammenhéingend, z1,.. .2y, € D
endlich viele verschiedene Punkte und f : D\ {z1,...,2m} — C holomorph. Dann gilt fir
jeden geschlossenen Weg v in D\ {z1,...,2m}:

/f(z) dz = 27riZinde(fy) res, (f).
v k=1

Beweis. Fiir k = 1,...,m definiere f,~ als Haupt- und f,j als Nebenteil der Laurent-Entwicklung
von f auf einer punktierten Umgebung von zj:
—1 00
f(z)= Z a® (2 — z)" + Z a®)(z — z)".
n=-—00 n=0
=f; (2) =fi ()

Jeder Hauptteil f,~ konvergiert auf ganz D\{z;} (denn er konvergiert fiir alle z mit |z—z;| > 0).
Dabher ist die Funktion

g:D\{z1,...,2m} = C, 2= f(2) = f{ () = = [ra(2)

holomorph und per Konstruktion in allen z;’s holomorph fortsetzbar: Lokal um eine isoloierte
Singularitit zp gilt ja

9(2) = f(z) = fiy &) =fr (2) = [0 (2) = fiq (B) — - = fia(2)
—_
=fy (2)
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und in diesem Ausdruck sind alle Summanden holomorph in z;. Somit ist g holomorph auf
ganz D. Da D einfach zusammenhéngend ist, ist der geschlossene Weg v nullhomotop in D.
Nach Proposition |4.40 und der Homotopieinvarianz des Wegintegrals erhalten wir

O:Ag(z)dz:[yf(z)dz—i[yfk_(z)dz

= [ f(z)dz — Z Z alk) /(z —z)" dz
i k=1n=—00 gl

= [ f(z)dz — Z a(fl) - 2mi - ind,, (),
v k=1

nach Definition der Umlaufzahl und da nach Beispiel 4.16 gilt, dass f,y(z —20)" dz = 0 fiir
n < —1. Mit der Definition des Residuums erhalten wir also

/f(z) = QWineszk(f) ind,, (f).
v k=1

Beispiel 6.29. Wir betrachten den Weg «v wie in folgender Abbildung dargestellt.

Nach Satz|6.20/ haben wir
indg(y) =1, ind_1(y) = 0 = ind; (7).
Wir wollen fﬂ{ f(z) dz fiir die Funktion
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bestimmen. Die isolierten Singularitdten dieser Funktion liegen in —1,1 und k7 (k € Z) vor.
Vom Weg v sind jedoch nur —1,0,1 betroffen. Nach dem Residuensatz gilt

/ f(2) dz = 2mi(ind_q () res_1(f) + indo(y) reso(f) + indy () resy (f))
v

= 2miresy(f).
Nach Lemma 6.27]ist

1 1
exp <z2—1> exp (02—1) exp(—=1) 1
resg | —————2 | = . — _

sin(z) sin’(0) cos(0) e

Also insgesamt

Definition 6.30. Sei D C C offen und einfach zusammenhéngend. Ein geschlossener Weg
v : [a,b] = D heift Randkurve, wenn ind,(v) € {0,1} fiir alle z € D \ y([a, b]). Weiter heift

tot(y) = {= € D\ 7(a,b]) | inda() = 1)
Ext(y) := {z € D\ 7([a,b]) | ind;(7) = 0}
das Innere bzw. das AuRere von 7y

Folgerung 6.31 (Residuensatz fiir Randkurven). Seien D C C offen und einfach zusammen-
hingend, z1,...,2zm € D endlich viele Punkte und f : D\ {z1,...,2m} — C holomorph. Ist
v : [a,b] = D eine Randkurve mit z1,...,zm ¢ v([a,b]), so gilt

/f(z) dz = 2mi Z res, (f).
v z€Int(y)

Beweis. Beachte, dass obige Summe endlich ist, da res,(f) = 0 fiir jeden nicht-singuléren
Punkt z (denn in diesen Punkten ist f holomorph, d.h. in eine Potenzreihe entwickelbar).
Die Behauptung folgt jetzt direkt aus dem Residuensatz, da ind,(f) = 1 fiir z € Int(v) und
ind,(f) = 0 fiir z ¢ Int(7). O

6.5. Anwendungen des Residuensatzes.

6.5.1. Berechnung uneigentlicher reeller Integrale.
Ziel: Wir wollen uneigentliche reelle Integrale

/Z f(z) dz = Tlgglo/z f(z) dx

mit Hilfe komplexer Methoden bestimmen. Dazu werden wir sicher brauchen, dass f : R — R
die Einschréankung einer holomorphen Funktion f: D — C mit R C D ist.

Bemerkung 6.32. Zunichst einmal ist nicht klar, warum das uneigentliche Integral als Gren-
zwert 7 — oo der beiden symmetrischen Integrationsgrenzen r und —r existiert. Nach |[GdM,
Kapitel 8.6] ist das uneigentliche Integral definiert als

/_Zf(az) dz = lim /_if(x) da;+r1ggo/;f($) d.

r—00
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wobei beide Grenzwerte auf der rechten Seite existieren miissen und c eine beliebige Zwischen-
stelle ist. Unter gewissen Voraussetzungen, die wir spiater machen (f ist rational vom Grad
< —2 und f hat keine reellen Polstellen), gilt dann aber tatséchlich

/O; f(z) dz = lim /Tr f(z) dz.

T—00

Fiir Details sei auf das Skript von Andreas Gathmann verwiesen [Gat, Bemerkung 12.2 (b)
und Lemma 12.3].

Idee: Wir fassen das reelle Intervall [—r, 7] als Weg von —r nach r auf der reellen Achse in
der komplexen Ebene auf. Dann betrachten wir den Weg
Ly = [—rr] + v,
wobei
Y1 [0,7] = C, t+— rexp(it).
Siehe dazu auch Abbildung 11| Insbesondere ist I, eine Randkurve.

ABBILDUNG 11. Der Weg I

Gilt nun weiter, dass

lim / f(z) dz =0,
Tr

r—00

so erhalten wir

/OO f(z) dz = lim f(z) d=.

— r—00 T,

Hat f in der oberen Halbebene
H:={z € C|Im(z) > 0}

nur endlich viele isolierte Singularitdten, so werden wir mit Hilfe von Folgerung [6.31] sehen,
dass

/oo flz) dox = ZWinesZ(f).

zeH
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Definition 6.33. Sei f(z) = | Ejg eine rationale Funktion. Dann heift

deg(f) := deg(p) — deg(q)

der Grad von f.

Fiir unsere Anwendung auf uneigentliche reelle Integrale betrachten wir nun eine rationale

Funktion f(x) = % mit deg(f) < —2 (d.h. deg(p) + 2 < deg(g)) und wir nehmen an, dass
f(z) keine Polstellen auf der reellen Achse habe.
Wir wihlen den Radius r groft genug, so dass alle Polstellen von f in H in Int(T,) liegen.

Siehe auch Abbildung|12]

ABBILDUNG 12. Polstellen in H
Die Folgerung |6.31] liefert uns

(30) _T F() dz+ | f(2) ds = / fe) dz=2mi 3 res.(f).

r I z€Int(T'y)

Mit Lemma [4.30] erhalten wir
(31) ‘ ) dz

< L(v: max z)| =mr- max z)|.
() - Z@T([Om])!f( )| Z@T([Om])!f( )|

Wegen deg(q) > deg(p) + 2 folgt
lim zf(z) dz=0.

|z]—00

M.a.W.: Zu beliebigem € > 0 gibt es ein p > 0, so dass fiir |z| > p gilt, dass [2f(z)| < £. Also
€
If(2)l <

2|

Aus (31) erhalten wir fiir r > p, dass

’/ f(z)dz’<7rr-i:e
" or
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und somit

(32) lim / f(z) dz=0.

T—00

Also erhalten wir insgesamt

(33) /_OO f(z) dz = Tlgrolo /_T f(z) dx :/F f(z) dz (631 271 Z res,(f)

z€Int(T')

Bei der zweiten Gleichheit benutzen wir hier 437) und die Homotopieinvarianz des Weginte-
grals.

Beispiel 6.34. Fiir beliebiges n € N wollen wir

oo 1
——d
/_oo @+

berechnen. Der Integrand hat keine Polstellen auf der reellen Achse und den Grad -2n. Wir
kénnen also die Formel @D zur Berechnung verwenden. Dabei werden lediglich die komplexen
Polstellen einen Beitrag zur Summe emt(T,) res,(f) leisten. Fiir alle anderen Punkte ver-

schwindet das Residuum. Wegen
1 1
34 =
(34) 2+ (z40)"(z —)"
gibt es nur die beiden Polstellen +¢. Nur die Polstelle 44 liegt in H. Die Ordnung der Polstelle
+4 ist n. Nach Teil (b) von Lemma 6.26 ist

(i) = ool (6 aiy)
i ()

m;ﬁg z4+1
- Mii_}ff;(—n)(—n— 1) (=2n + 2)(z + i)~ 2 +!
= (n_l 1)!(—1)"_1m(2i)—2n+1

1 2n —2
2t n-1

Mit der Formel (33) erhalten wir also

ee 1 T (2n—2
a1 = g :
oo (2 1) 22n n—1
Das vorherige Beispiel hatten wir auch alleine mittels reeller Integration berechnen kénnen
(wenngleich mit mehr Aufwand). Besteht der Integrand jedoch aus einer rationalen Funktion

und einem zusétzlichen Faktor sin(z) oder cos(x), so ist dies in der Regel nicht mehr moglich.
Wegen

/_Z f(z)exp(iz) dz = /_C: f(z)cos(z) dx +Z/_c: f(z)sin(z) dz

fiir eine reellwertige Funktion f(z), werden beide Fille durch den folgenden Satz behandelt:
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Satz 6.35. Sei f eine reelle rationale Funktion mit deg(f) < —2 und f habe keine Polstellen
auf der reellen Achse. Dann gilt

/OO f(x)exp(ix) dr = 2mi Z res,(f(z)exp(iz))
> zeH

Der Beweis erfolgt sehr analog zu der Herleitung der Formel (33). Daher lassen wir ihn zur
Ubung.

Beispiel 6.36. Wir wollen

oo
/ cos(:zg Qe
oo L+
berechnen. Zunéchst stellen wir fest, dass
(o.9] (o.9) o
/ cos(:ng dx = Re </ exp(zxz) dx> .
—oo Lt oo L+
Da i eine Polstelle der Ordnung 1 ist, gilt wegen Lemma dass

N <exp(iz)) (34) lim(z — ) exp(iz)  exp(—1) 1
N 1+22

Nach Satz|6.35/ist daher

2 (z+1)(z —1) 2i 2ie’

5 de =271 — =
oo 1+ 2ie

* cos(xz) | > exp(iz) .
/—ool‘f’x? dx—Rt%(/_oo T+ a2 dx =

6.6. Abzahlen von Null- und Polstellen. Wir wollen mit Hilfe des Residuensatzes die
Null- und Polstellen einer Funktion abzihlen.

/°° exp(ix) 1 T
e

Isngesamt also auch

Lemma 6.37. Seien D C C offen, zp € D und f : D\ {20} — C holomorph. Ist ord,,(f) #
+00, so ist

ord,, (f) = ress, <J;>

Beweis. Wir setzen m := ord,,(f) € Z. Nach Proposition 6.11 gibt es eine auf D holomorphe
Funktion g mit g(zp) # 0, so dass

(35) f(z) = (2= 20)"g(2)
auf D\ {z0}. Also ist

Damit folgt
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Die Linearitat des Residuums aus Lemma 6.26 liefert

/! 1 g
resy, 7 = MM - TSy, . +res,, 3 =m,

=1 =0

da % holomorph ist, d.h. in eine Potenzreihe entwickelbar ist. (]

Satz 6.38 (Abzéhlen von Null- und Polstellen). Seien D C C offen und einfach zusammen-
hingend, z1,...,zn € D endlich viele Punkte und f : D\ {z1,...,2zm} — C holomorph. Ist
v :[a,b] = D eine Randkurve in D, welche die Null- und Polstellen von f nicht trifft, so gilt

L PR
ZE%’Y) OrdZ(f) N 2mi [Y f(Z) dz dO(f 7)

M.a.W.: Die Anzahl der Null- und Polstellen mit Vielfachheiten von f ist gleich der Um-
laufzahl um 0 von fo-.

Beweis. Es ist

z€Int(y)

Um die zweite behauptete Gleichheit zu sehen, substituiere w := f(z). Dann ist

1 ! 1 1
—_— f (Z) dZ = — — d'll)
2mi J, f(2) 270 J fory W
(6.16) .
="1indo(f o).

O

Satz 6.39 (Rouché). Seien D C C offen und einfach zusammenhingend, f,g : D — C
holomorph und v : [a,b] = D eine Randkurve. Gilt

1f(2) = 9(2)| < lg(2)| fiir alle z € ¥([a, b])

Z ord,(f) = Z ord,(g).

z€Int(y) z€Int(vy)

so ist

Beweis. Fiir t € [0, 1] betrachte die holomorphe Funktion
he:D = C, 2 g(2) +H(f(2) - 9(2)).
Es ist hg = g und hy = f. Fiir alle ¢ € [0,1] und alle z € y([a, b]) gilt
hi(2)] = 19(2) + 1(f(2) — 9(2))]
> [g(2)| = ¢ - [f(2) = 9(2)|

(Vor.)

> [g(2)] = |£(z) — g(z)] > 0.
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Insbesondere hat h; also keine Nullstellen auf v([a,b]) C D. Beachte, dass h; holomorph auf
D ist und somit keine Polstellen besitzt.

Nach Satz zahlt
N =5 [ hi(z) o,
C2mi )y he(2)

die Nullstellen von h; auf D. Da h; stetig ist, ist N(t) stetig in t. Wegen N(t) € Z ist N(t)
dann unabhéngig von ¢, d.h. konstant. Insbesondere ist N(1) = N(0). O

Satz 6.40 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante Polynom f € Clz] besitzt
eine Nullstelle in C.

Beweis. OBdA sei der Leitkoeffizient von f gleich 1, d.h.
f(2)=2"+ap12""1 +-- a9 € Clz]
und n > 1. Setze g(z) := 2". Dann ist
f(2) = g(z) = an12"" 4 - aq,
also ein Polynom vom Grad m € {0,...,n — 1}. Weiter gilt dann
1£(2) = 9(2)| = lamz" + am-12""" + -~ ag|

= |2"(am + am_12" " - agz™™)|

™ "

= [2[™ " |am + am_12"" + - +agz

Nach Blatt 3, Aufgabe 4 (b) gibt es ein 7 > 0 und ¢ > 1 mit
|f(z) —g(2)] < c|lz|™ fur alle |z| > 7.

Sei 1’ := max(r,c+ 1) und v : [0,1] — C, t — r'exp(27it) der Weg auf der Kreislinie um 0
mit Radius /. Insbesondere ist |z| = 7/ > r fiir alle z € ([0, 1]) und daher gilt

[f(z) =g < e[z <z] - [2[™ < |2]" = |g(2)] fiir alle 2 € ¥([0, 1)),

da r’ > ¢ > 1. Offensichtlich hat g die Nullstelle 0 mit Vielfachheit n und diese liegt in Int(7).
Nach dem Satz von Rouche hat f aber dann auch genau n Nullstellen. (Man beachte wieder,
dass f als Polynom auf ganz C holomorph ist und keine Polstellen besitzt.) O

7. AUSBLICK

Hier einige Themen, die wir in dieser Vorlesung nicht behandelt haben bzw. behandeln
konnten:

e komplexe Logarithmus-Funktion

allgemeiner Cauchyscher Integralsatz

Weierstrafische Konvergenzsétze

meromorphe Funktionen

Fourierreihen

Berechnung trigonometrischer Integrale mit dem Residuensatz

Der Satz von Picard: Aus dem Satz von Casorati-WeierstraR 6.15 und dem Satz iiber
die Gebietstreue 5.20 wissen wir, dass fiir eine offene Umgebung U einer wesentlichen
Singularitdt zo die Menge f(U \ {z0}) dicht und offen in C ist. Der Satz von Picard
besagt nun, dass dies sogar entweder ganz C ist oder C mit Ausnahme nur eines
Punktes.
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